(pagina 163)

© Manuel Lépez Mateos
Prohibida su reproduccion
Uso exclusivo para los alumnos del curso de Calculo I, 2013-1.

carituto 6

LA DERIVADA DE UNA FUNCION

1. CAMBIO Y RAZON DE CAMBIO

Cambio es modificacién en posicién.

Temprano en la manana estamos en casa, a mediodia estamos
en la escuela. Una posicién es estar en casa, otra es estar en
la escuela. En el transcurso de la manana modifiqué posicion,
cambié de lugar, estaba en casa ahora estoy en la escuela.

La razén de cambio, hablando de movimiento, es la comparacién del cambio
efectuado en la posicion con el tiempo que transcurrié para efectuarlo.

Usamos el término razon para comparar dos cantidades, o dos longitudes, con
el afan de ver cuantas veces contiene una a la otra, se expresa como cociente de
dos nimeros.

Muy famosa es la razén de la circunferencia al didmetro, las
veces que contiene la circunferencia de un circulo a su didmetro

% = 3.1415926535897932384626434 . . .,

comunmente llamada 7. La vemos aqui con 25 cifras de aproxi-
macién decimal.

En nuestro caso queremos comparar cambio de posiciéon con tiempo, para
ello dividimos la diferencia en posicién entre la diferencia en tiempo. Estamos
comparando dos diferencias, posiciéon final menos posicién inicial, el espacio
recorrido, y tiempo final menos tiempo inicial, el tiempo transcurrido.

Al dividir el espacio recorrido entre el tiempo transcurrido obte-
nemos la razén de cambio de la posicién respecto del tiempo.
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164 Capitulo 6 La derivada de una funcién

Hablando de funciones reales de variable real nos referiremos a la razon de
cambio de la funcién, que serd comparar la diferencia de dos valores de la funcién
con la diferencia de los puntos en el dominio de donde provienen esos valores.

Sea f:R — R una funcién real de variable real, es decir una funcién cuyo
dominio y contradominio es el conjunto R de los ntimeros reales, con regla de
correspondencia y = f(z). Consideremos dos puntos a y b en su dominio, y su
imagen f(a) y f(b) respectivamente.

La razon de cambio de la funcién en el intervalo (a,b) es

f(b) — f(a)

b—a

donde a y b pertenecen al dominio de la funcién.

Veamoslo en la grafica de la funcién,

y=f(z)
Q) &\/
f(b)=f(a)
Fl@) e T :
a b
r b_a 1
FIGURA 6.1 La razén que compara el cambio en el contradominio con el cambio en el
dominio es M.
b—a

EJEMPLO 1. Sea f(z) = #2+1 laregla de correspondencia de la funcién f definida
en el conjunto R de todos los ntimeros reales, obtener la razén de cambio de la
funcién f(z) = 2% + 1 en el intervalo (1,5).

SOLUCION. La razén de cambio de una funcién en el intervalo (a,b) estd dada
por
f(b) = f(a)
b—a
luego la razén de cambio de f(x) = 22 + 1 en el intervalo (1,5) est4 dada por el

cociente
f(5)—f(1) _26-2 24 _
5-1 4 4

6. ¢
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En el ejemplo anterior el valor de la funcién sube 24 mientras en el dominio
la variable avanza del 1 al 5, lo cual equivale a decir que en promedio, en el
intervalo (1, 5), la funcién sube 6 por cada unidad de avance. Al cociente también
se le conoce como la razén de cambio promedio. En la figura 6.2 vemos que la
diferencia de los valores de la funcién estd dada por la diferencia de ordenadas
de los puntos (1,2) y (5,26), mientras que la diferencia en el dominio estd dada
por la diferencia de abscisas.

35

£(5)=26°
\

25

20

15

10 26-2=24
5
f(H)=2 5-1=4
1 2 3 4 5 6
FIGURA 6.2 En la gréfica de f(z) = 2° + 1 La razén de cambio en el intervalo (1,5) es
24

= =6.

4

La razén de cambio de una funcién en el intervalo que va de un punto del
dominio zy a un incremento zg + h, con h # 0, se llama el cociente de Newton
de la funcién en el punto zg, se expresa como

fwo +h) — f(x0)
h

y se puede describir como la razén de cambio de la funcién f en el punto x(
respecto del incremento h.

El cociente de Newton de una funcién compara el cambio de la
funcién de f(xo) a f(xzo+ h) con el cambio de la variable de xg
a xg+ h.

EJERCICIOS 6.1

En los ejercicios del 1 al 6, halla la razén de cambio promedio de la funcién en
los intervalos indicados.

1. f(z)=a*+1 (2,6) 2. g(z) =2z —2% (0,2)
3. c(t)=-5t>+45 (1,3) 4. h(z) =z (9,16)
5 flx)=2>—z+1 (a,a+2) 6. g(z) =222 (a,a+h)
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2. RAZONES Y RECTAS

El cociente de Newton es una buena manera de relacionar rectas con curvas que
sean grafica de alguna funcién. Geométricamente representa la pendiente de la
recta que cruza la grafica de la funcién por los puntos de coordenadas (xo, f (a:o))
y (J,‘o + h, f($0 + h)) .

Asi, para describir algebraicamente una recta secante a la grafica de una
funcién f, que pase por el punto (xo, f (330))7 usamos el cociente de Newton de
la funcién en el punto x( para algin incremento h # 0.

Recordemos de nuestro curso de geometria analitica la forma punto-pendiente
de la ecuacién de una recta, es decir, hallar la ecuacién de una recta dada su
pendiente y un punto por el cual pasa.

Supongamos que la recta en cuestion no es vertical, tiene pendiente m y pasa
por el punto (z1,y1). Sea (x,y) cualquier otro punto de la recta. La pen-
diente m de la recta es precisamente la diferencia de ordenadas dividida entre
la diferencia de abscisas, jclaro, es una razén! muestra cuian empinada esta la
recta, compara lo que sube contra lo que avanza. Asi, se cumple que

_ y—uy
r—x1

m

de donde obtenemos la conocida forma punto-pendiente de la ecuacién de la
recta:

y—y=m(z—x1).

EJEMPLO 2. Halla la ecuacién de la recta en el plano cartesiano con pendiente
m = 6 que pasa por el punto de coordenadas (1,2).

SOLUCION. En la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta con pen-
diente m que pasa por el punto (z1,y1) substituimos los datos m =6, z; =1y
y1 = 2, obtenemos

Yy— 2= 6(‘73 - 1)7
despejando y tenemos
y =06z — 4. ¢

Observemos en la figura 6.3 que la recta del ejemplo 2 pasa por el punto
(1,2), tiene pendiente 6 y pasa, también, por el punto (5,26). Comparemos con
el resultado del ejemplo 1, ahi estudiamos la razén promedio de cambio de la
funcién f(z) = 2% + 1 en el intervalo (1,5). El valor de dicha razén de cambio
es 6. Ahora vemos que la recta que une los puntos (1,2) y (5,26) sobre la curva
tiene pendiente 6, lo cual significa que al estudiar la razén promedio de cambio
de una funcién f en el intervalo (a,b) estudiamos asimismo la pendiente de la
recta que une a los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) sobre la gréfica de la funcién.

Volviendo al problema de trazar una recta secante a la curva formada por la
grafica de una funcién f, que pase por el punto (a:o, f(xo)) donde z es un punto
del dominio, consideremos el nimero real i # 0 de manera que zo + h € Dy.
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35

£(5)=26

25
20 y=6x—4
15

10 26-2=24

5
F(1H)=2 5-1=4

FIGURA 6.3 La recta y = 6z — 4 tiene pendiente 6 y pasa por el punto (1,2). Noten
que pasa también por el punto (5, 26).

Una secante a la curva formada por la grafica de la funcién f es la recta con
pendiente

f(zo +h) — f(z0)
h
O, de manera equivalente, la recta que pasa por los puntos

(zo, f(x0)) ¥ (zo+ h, flzo + h)).

La ecuacion de esta recta tangente es, partiendo de la forma punto-pendiente,

que pase por el punto (ato, f(xo)).

y—y1=m(z— 1)
substituyendo los valores de la pendiente y las coordenadas del punto,

- fan) = (LB =IO o)

y=f(z)
F@ AR e /

f@oth)=f(zo)

f(‘Lo) """"" h

x, x,+h

FIGURA 6.4 La recta secante a la grafica de f(x) que pasa por (ro, f(wo)) y (xo + h,

flzo+ h)) tiene pendiente flzo + h]i — f(=o) .
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EJEMPLO 3. Trazar las secantes a la grafica de la funcién en el ejemplo 1 que
pasen por el punto (1,2), y por los puntos de la gréfica correspondientes a los
valores 4, 3y 2 € Dy.

SOLUCION. La funcién del ejemplo 1 es f(x) = z2 + 1, el punto (1,2) es, en
efecto, un punto de la grifica de f(z) pues f(1) = 2, as{ que tiene sentido la
pregunta. Ahora bien, cuando nos piden trazar secantes, dada la traduccién entre
geometria y algebra construida alrededor de 1630 por FERMAT y DESCARTES, de
manera independiente, basta con dar la ecuacién de dicha recta secante.

Hemos entonces de trazar rectas del punto (1,2) a los puntos (4, f(4)) =
(4,17), (3, £(3)) = (3,10) y (2, f(2)) = (2,5). Para ello obtenemos la razén de
cambio de la funcién f(z) = 2% + 1 en cada uno de los intervalos (1,4), (1,3) y
(1,2) subconjuntos del dominio de la funcién (no confundan a los intervalos que
son subconjuntos de R, la recta real, con las parejas ordenadas que representan
puntos en el plano cartesiano). La razén de cambio de la funcién en cada uno
de los intervalos —llamémoslas ¢, r y s— es la pendiente de la recta buscada.

17 -2 10—-2 5—-2
e e L e R T T
Asf la ecuacién de la recta que pasa por (1,2) y (4,17) es

y—2=5(x—1) o,simplificando, y =5z — 3.
De manera andloga, la ecuacién de la recta que pasa por (1,2) y (3,10) es
y—2=4(x—1) o,simplificando, y =4z —2.
Finalmente, la ecuacién de la recta que pasa por (1,2) y (2,5) es
y—2=3(x—1) o,simplificando, y =3z —1. ¢
fx)=2"+1
35
30
25 y=S5x—4

20 y=4xr-2
fA)=17~y /
15 y=3z—1

£(3)=10
f(2)=51

FH=

FIGURA 6.5 Secantes trazadas de (l,f(l)) a (4,f(4)), (3,f(3)) y (2,f(2)),

i 2 3 y 5 6

Usamos la razén de cambio de una funcién en un intervalo para obtener la
pendiente de la recta que cruza la grafica de la funcién en los puntos correspon-
dientes a los valores de los extremos del intervalo.



© Manuel Lépez Mateos
Prohibida su reproduccion
Uso exclusivo para los alumnos del curso de Calculo I, 2013-1.

6.3 Tangente ala curva 169

Observemos cémo, en el ejemplo anterior, esbozamos la manera de lograr uno
de los principales objetivos del presente libro, explicar como trazar la tangente
a una curva en un punto dado . Pueden ver en la figura 6.5 que trazamos varias
rectas secantes que pasan por el punto (xo, f(xo)) en este caso (1,2), es decir,
xg = 1y, respectivamente, por otros puntos sobre la curva situados més y maés
cerca del mismo (1,2), a saber los puntos (zo + h, f(zo + h)) correspondientes
a los valores de h = 3, 2 y 1, cuyas pendientes tomaron los valores respectivos
de 5, 4 y 3. ;Qué sucederia si consideramos valores de h cada vez mas y ma&s
pequenos, por ejemplo h = %, %, %, ... 7 Evidentemente tendriamos, aplicando
el mismo procedimiento que en el ejemplo 3, secantes que van de (1,2) a puntos
més y mas cercanos. Segin mencionamos en el capftulo 0, de continuar ob-
tendriamos la tangente a la curva en (1,2) como estado limite del procedimiento
mencionado. Pero eso es tema de la siguiente seccién, mientras tanto resolvamos
estos ejercicios.

EJERCICIOS 6.2

En los ejercicios del 1 al 6, trazar secantes que crucen la grafica de la funcién
mencionada en el punto correspondiente a xg y a xo + h para los valores de h
indicados

1. f(z) =2 +1, 2. g(x) = 3z — 22,

zo=1, h=-3, —2 —1. z0=1 h=1,2 3.
3. c(t) = —5t% + 45, 4. h(z) = \/z,

to=3, h=—3, -2, —1. 2o=0, h=1 1 1
5. f(x) = 2% -, 6. g(x) =|z| — 2,

20 =0, h=1, 0.5, 0.05. 20=0, h=—-2, 2, —1.

3. TANGENTE A LA CURVA

Las curvas presentadas en las explicaciones de las dos secciones anteriores fueron
expresadas, en el plano cartesiano, como gréaficas de funciones. En lugar de
hablar de la curva C nos referimos a la grafica de una funcién f. Es decir estamos
tratando con curvas que son graficas de funciones, a la manera explicada en el
capitulo 3. Durante la exposicién supusimos también, de manera implicita, que
la curva era continua, es decir que tratamos con graficas de funciones continuas,
al estilo del capitulo 5, ya veremos si ello es necesario. Para dar el siguiente paso
emplearemos la herramienta expuesta en el capitulo 4, el concepto de limite.
Tenemos el problema planteado:

Dada una curva C' y un punto P sobre la curva, definir la
tangente a C' que pase por P.
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Resolvemos, en esta seccion, la siguiente modalidad del problema expuesto
en la pagina anterior:

Sea f:Dy — R una funcién real de variable real, el dominio
Dy C R,y o un punto cualquiera en el dominio de f, definir
la recta tangente a la grafica de la funcién, que llamaremos la
curva y = f(x), en el punto (zo, f(xo)).

Insistimos, se trata de una modalidad pues no toda curva se puede expresar
como grafica de una funcién de R en R. En cursos avanzados de Célculo estu-
diardn una clase mucho mas amplia de curvas, las parametrizadas, expresadas
como funciones de R en R?, el plano cartesiano, y, en general, de R en R™, para
ellas la recta tangente se definira de manera similar, como un proceso limite de
vectores que unen dos puntos de la curva.

DEFINICION 6.1. Sea zg un punto del dominio de la funcién f(x), definimos la
pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto correspondiente
a xg como el Iimite, si es que existe, de las pendientes de las secantes que pasan
por (a:o,f(xo)) y por puntos mas y mas cercanos a él sobre la grafica de la
funcion, es decir, la pendiente de la recta tangente es

lim f(zo +h) — f(20) 7

h—0 h

si existe el limite.

La pendiente de la tangente es el Iimite del cociente de Newton
cuando h — 0.

y=f(z)

y_f(wu):f’(mo)(l’_mo)

\w
\

f(@o)
I

Ty

h) —
FIGURA 6.6 La recta tangente tiene pendiente f'(zo) = lim fwo + })L f(@o) .
h—0

Por comodidad, como ya dijimos, llamamos a la grafica de la funcion la curva
y = f(z). La pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
(20, f(x0)) se denota con f'(z).
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Asi,

la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
(z0, f(xo)) estd dada por

y— f(zo) = f’(ﬂl‘o)(fC — o),

siempre que el limite

exista.

EJEMPLO 4. Halla la pendiente de la recta tangente a la curva y = 22 + 1 en el
punto correspondiente a x = 1, da la ecuacién de esa recta tangente.

SOLUCION. La curva en R?, el plano cartesiano, la podemos expresar como
gréfica de la funcién de R en R con regla de correspondencia f(x) = x2 + 1.
La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto (1, f (1)), que corres-
ponde en la grafica al punto £ = 1 en el dominio de la funcién esta dada por el
limite del cociente de Newton en ese punto cuando h — 0. La pendiente es

siempre que el limite exista.

fx)=z"+1
35
30
25 y=5x—-4
20 A
F@)=17 y=do-2
15 y=3z-1
f(3)=10 5
— y=2z
fH=2% ‘
1 2 3 4 5 6

FIGURA 6.7 La recta tangente a la curva y = 2° + 1 en (1,2) es y = 2.

Procedamos,
_ 2 (12
lim F@+h)—f() — Y (I4+h)?*+1-(1%+1)
h—0 h h—0 h
_y 2h + h?
)

para h # 0, tenemos que lo anterior es igual a
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lim (24 h) =2
h—0
Y, por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente en (1, f(l)) = (1,2) es
y—2=2(x—1)
o, simplificando,
y = 2x.
Lo cual se ilustra en la figura 6.7 en la pagina anterior. ¢

Simple, ;jverdad?, asi sucede, después de hallada una solucién da la apariencia
de algo que siempre fue del dominio publico, sin embargo ya para los antiguos
griegos, hace més de 2,300 anos, era un reto. FERMAT y DESCARTES, alrededor
del afio 1650, dieron elementos para esbozar esa definicién, LEIBNIZ y NEWTON
la proponen, casi simultdneamente, alrededor de 1680, pero es CAUCHY hasta
1821 —140 anos después— quien da pleno sentido al concepto de limite y con
ello a la definicién. Ver, al final del capitulo, la NOTA HISTORICA.

EJEMPLO 5. Halla la pendiente de la recta tangente a y = /= en zg = 1.

SOLUCION. La curva mencionada es grafica de la funcién con regla de corres-
pondencia f(z) = \/z, definida en R*, el conjunto de los ntimeros reales no
negativos, es decir mayores o iguales que 0. Sabemos, ademads, por convencién,
que la funcién toma sélo valores no negativos.

25

1.5

0.5 1.5 2 2.5 3 35 4
1

FIGURA 6.8 La pendiente de la tangente a la curva y = \/z en 2o = 1 es 5

El cociente de Newton de la funcién en el punto es

VIFh- V1
LahLY

Vemos que es necesario manipular esta fraccién para deshacernos de una ex-
presién indeterminada que apareceria al hacer tender h a 0. Racionalizando,

VIth-v1 _ (VI+h-VI)(VI+h+ V1)
h a (VIF+h+V1)h

haciendo operaciones y simplificando, para h # 0,




© Manuel Lépez Mateos
Prohibida su reproduccion
Uso exclusivo para los alumnos del curso de Calculo I, 2013-1.

6.3 Tangente a la curva 173
VIth-V1 1
h VIth+V1’
lo cual tiende a % cuando h — 0. Asi, la pendiente de la recta tangente a y = \/x
enxg=1esm= %, segun se ilustra en la figura 6.8. ¢

EJEMPLO 6. Halla la pendiente de la tangente a la curva f(z) = z3 — 2% para
cualquier punto xg en el dominio de la funcién.

15
05
0.5 13 !

—

3

—z? y tangentes en xg = 11 y 1.

FIGURA 6.9 La curva f(z) ==z 5 3

SOLUCION. La pendiente de la tangente estd dada por el limite del cociente de
Newton de la funcién f(z) = 23 — 22 en el punto zo cuando h — 0, es decir

h)3 — M2 — (103 — g2
Pendiente en zg = flzfr% (zo + h) (o +h ) (0® — x0”) 7

haciendo operaciones, el limite anterior es igual a
1 203 + 3x0%h + 3xoh? + h3 — (202 + 2woh + h?) — 293 + 102
im
h—0 h ’
simplificando,

, 3I02h + 31‘0h2 + h3 - 2,I0h - h2
= lim )
h—0 h

para h # 0,
Pendiente en zy = }h’n%) (320% + 3xoh + h? — 229 — h),

= 3$02 - 21’0.
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La pendiente de la tangente en cualquier punto x( estd dada por la expresién
(o) = 3292 —2x(. Para hallar la pendiente en un punto particular substituimos
ese valor en el lugar de xg, por ejemplo, para la pendiente de la tangente para los
puntos xg = %, —% y 1 se substituye cada valor de xy en la expresién f'(zg) =
3wo% — 2z, obteniendo f/(—1) =%, f'(1) = -1y f/(1) = 1 respectivamente,
seguin se ilustra en la figura 6.9(B).

Es interesante ver el comportamiento de la tangente a la curva f(z) = 23 — 22
en xg = % Es tangente en el punto mencionado y cruza la curva en el origen
seglin se puede apreciar en esta ampliacién (donde estiramos un poco el eje
vertical para apreciar la separacién entre la curva y la recta).

3 g? y a la tangente en xo = L

FIGURA 6.9(B) Acercamiento a f(z) =z 5

¢

En la secciéon anterior estudiamos razén de cambio en intervalos, conocida
como razén promedio de cambio. Ahora, con el concepto de limite obtenemos la
razén de cambio en un punto.

La pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el
punto xg se conoce como la razon instantanea de cambio de la
funcién en xy. También se le llama la pendiente de la curva en
ese punto.

EJERCICIOS 6.3

En los ejercicios del 1 al 6, halla la pendiente de la tangente a la curva en el
punto indicado y da la ecuacién de la recta tangente.

1. f(z) =2 +1, xo = 1. 2. g(z) =3z — 2% z0=1.

3. c(t) = —5t* +45t, to = 3. 4. h(z) = V/x, xo = 0.

5. f(x) =23 -z, Zo. 6. g(x)=|z| -2, x0=0.
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4. LA FUNCION DERIVADA DE UNA FUNCION

La definicién de recta tangente a la grafica de una funcién de R en R sera la base
para definir una de las mas importantes herramientas del Calculo, el concepto
de derivada.

Como vimos en la seccién anterior, es posible trazar la tangente a la grafica
de una funcién f(z) sélo en los puntos zg del dominio de la funcién en donde
existe el limite del cociente de Newton cuando h — 0. La funcién derivada de
la funcién f(x) estd definida en esos puntos donde la grifica de la funcién f(x)
tiene tangente, la regla de correspondencia de la funcién derivada asigna a cada
punto de su dominio el valor de la pendiente de dicha tangente.

DEFINICION 6.2. Sea f:R — R una funcidn real de variable real con regla de
correspondencia y = f(x), la funcién derivada de f, que denotamos con f’, es
una funcién cuyo dominio Dy C R consta de los puntos x € Dy para los cuales
existe el limite del cociente de Newton cuando h — 0. La regla de correspon-
dencia de ' estd dada por

) — 1 TE D) I

h—0 h

Dada y = f(x) analizamos la expresién
i L0 = S(@)
h—0 h

los puntos 2 del dominio de la funcién f(x) para los que exista
el limite anterior forman el dominio de la funcién derivada.

La funcién derivada f’ de la funcién f asocia a cada punto x
de su dominio el valor de la pendiente de la curva y = f(x)

Para simplificar, a la funcién derivada f’ de la funcién f le llamamos simple-
mente la derivada de f.
La derivada f/(z) de una funcién y = f(x), también se denota con
d
i 4 que se lee “dy en dx”, la derivada de y respecto a z,

dx

o, de otra manera,
y' = f'(z) que se lee “y prima igual a f prima de z”.

Recordemos que a la pendiente de la tangente a la grafica de la funcién en
un punto determinado le llamamos razén instantanea de cambio o pendiente de
la curva en ese punto.
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Podemos concluir que

la derivada de una funcién representa el comportamiento de la
pendiente de la grafica de la funcién.

La derivada en un punto nos dice cuan empinada estd la funcién en ese punto.
Al analizar la grafica de la derivada de una funcién obtenemos informacién sobre
cémo va cambiando la gréfica de la funcion.

EJEMPLO 7. Halla la derivada de f(r) = 2% + 1 y traza la grafica de la funcién
derivada. Observa la relacién entre la gréficas.

SOLUCION. Analicemos para qué valores de x existe

2 2
11,m(:c—kh) +1—(z*+1)
h—0 h

Desarrollando y simplificando para h # 0,

2 (2
oy @1 (@4 1)
h—0 h

= lim (2z + h)
h—0
= 2z.
La expresion 2z estd definida para todo z € R por lo que Dy =Ry f'(z) = 2z.

f(x)= 2
(X)=x"+1 F(0=2x

AN
f(-4)=17 f(2=4__

15 \4‘

10

y=—8x-15 L y=4x-3 6
s\ 5

y=1 \_/\1, -10

|
—6—4—\2 24

f*(~4)=—8

FIGURA6.10 Gréfica de f(x) = 2?+1 con tangentes en zo = —4, 0y 2, y de f'(z) = 2z,
mostrando los valores de f'(—4), f'(0) y f'(2).

Vemos, en la figura 6.10, que la grafica de la derivada corta al eje de las =
en el origen, el valor de la derivada pasa de tomar valores negativos antes del
origen, como en z = —4 donde f'(—4) = —8, llega a cero en 2y = 0, y toma
valores positivos, como en & = 2 donde f'(2) = 4. En la grafica de la funcién
apreciamos cémo las tangentes a la curva en los puntos zop = —4, 0 y 2, que
son las rectas y = —8x — 15, y = 1 y y = 4x — 3 respectivamente, cambian su
inclinacién pasando, en ¢ = 0, por la posicién horizontal.
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Las tangentes pasan de inclinarse a la derecha (antes de 0), a ser horizontal
(en g =0), y (después de 0) estar inclinadas hacia la izquierda.

Conforme x se acerca a 0 desde los nuimeros negativos, la gréifica de la
derivada va creciendo hasta llegar a 0, después toma valores positivos cada vez
mé&s grandes. ¢

Es posible obtener informacién sobre el comportamiento de la funcién a partir
del comportamiento de la derivada de la funciéon. Aunque hablaremos in extenso
sobre dicho tema en el capitulo 8, veamos el ejemplo a manera de ilustracién.

EJEMPLO 8. Halla la derivada de f(z) = 2® — 22 y traza la grafica de la funcién
derivada. Estudia las graficas.

SOLUCION. La funcién f(x) estd definida para todo nimero real z, luego Dy =
R. En el EJEMPLO 6 vimos que el limite del cociente de Newton de la funcién
estd definido para todo = € R, luego Dy = R, y el valor del limite da la regla
de correspondencia de la derivada, es decir

f'(x) = 32% — .

0.5 0.5

-05 ~305 _“ 15 -05 05 I

-0.5] -0.5

_1_ _1_

FIGURA 6.11  Gréfica de f(z) = 2* — 2% y de f'(z) = 32% — 2z.

En la grifica de la derivada (lado derecho de la figura 6.11) vemos que en el
intervalo (—o0, 0] la pendiente es positiva y va disminuyendo hasta 0 conforme
x estd mas y més cerca de 0, lo cual describe el comportamiento de la grafica del
lado izquierdo en donde vemos que conforme nos acercamos a 0 desde los neg-
ativos, la curva estd cada vez menos empinada, hasta tener tangente horizontal
—ahi el valor de la derivada es 0. En la grafica de la derivada vemos que en el
intervalo [0, %} la pendiente es negativa,

2
fl(x)=32>-22=0 en x:nyzg,
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mientras x varia de 0 a %, la pendiente disminuye hasta que después de x = %

vuelve a aumentar —manteniéndose en los negativos—, cruza el eje de las x en

T = % y es positiva en el intervalo [%, o0) tomando valores mds y mds grandes

conforme x estd mds lejos de x = % ¢

Podemos apreciar, de los ejemplos anteriores, que cuando la derivada toma
valores negativos la tangente a la grafica de la funcion tiene una inclinacién como
y = —x, mientras que si la derivada toma valores positivos la inclinacién de la
tangente a la grafica de la funcién es como y = z. En el capitulo 8 usaremos
estas propiedades para estudiar la forma de la grafica de una funcién a partir
del comportamiento de su funcién derivada.

Resumiendo el contenido de esta seccién, el procedimiento para
encontrar la funcién derivada a partir de su definicién es:

1. Dada f(z), halla el cociente de Newton w

2. Ubicar los puntos para los cuales existe lim w, el

h—

dominio de la funcién derivada es el conjunto de esos puntos
para los que existe dicho limite.

3. La regla de correspondencia de la funcién derivada es

) — i TN )

h—0 h
El estudio de la funcién derivada nos ayuda a comprender la
forma de la funcién original.

EJERCICIOS 6.4

En los ejercicios del 1 al 6, describir el dominio y dar la regla de correspondencia
de la funcién derivada de la funcién dada. Describir las conclusiones obtenidas
al estudiar la grafica de la funcion y de su derivada.

1. f(z)=a%+1. 2. g(z) = 3z — 22,
3. c(t) = —5t* + 45t. 4. h(z) = /z.
5. f(z) =23 —x. 6. g(z) =|z| — 2.
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5. NOTA HISTORICA

El problema de hallar la tangente a una curva fue estudiado y resuelto para
multitud de casos particulares a través de los anos. Casi todos los casos resueltos,
sobre todo antes de los griegos, durante los griegos o por sus sucesores islamicos,
la solucién requeria de ingeniosas construcciones. Nadie desarrollé un método o
algoritmo que permitiera resolver facilmente el problema en nuevas situaciones.

EUCLIDES en los Elementos, la obra matemética mas importante de la época
de los griegos escrita hace aproximadamente 2,300 anos, en la definicién 2 del
Libro 111, describe lo que hoy entenderiamos como una tangente a un circulo.

Se dice que una recta toca un circulo si al trazarla y llegar al
circulo, no lo corta.

Para EUCLIDES una tangente a un circulo es una recta que toca al circulo, sin
cruzarlo. Demostro, en la proposiciéon 16 del Libro I que Ila recta perpendicular
a un didmetro de un circulo trazada por uno de sus extremos queda fuera del
circulo, y entre el espacio que hay entre esa recta y la circunferencia no se puede
interponer otra recta.

Maés adelante, en un corolario, muestra que dicha recta toca al circulo. La
parte de la proposicién 16 respecto a que ninguna recta se puede interponer entre
la curva y la recta en cuestion, pasé a formar parte de la definicién de tangente
antes de la introduccién del Célculo.

Posteriormente APOLONIO (250—175 A.C.) en su obra Cdnicas, en el Libro I,
analizé el problema de trazar la tangente a una parabola en un punto dado, pen-
sandola, como EUCLIDES, como recta que toca pero no cruza la curva. Asimismo
mostré como trazar tangentes a elipses y a hipérbolas.

Cuando a principios del siglo diecisiete surge la geometria analitica, los mate-
maticos pudieron stubitamente construir multitud de nuevas figuras, enfrentando
el problema de hallar nuevas maneras de trazar tangentes. En esa época todavia
no se trabajaba con funciones, sino con curvas definidas mediante alguna relacién
entre dos variables.

En 1615 KEPLER en su Nueva Geometria de Botellas de Vino, refiriéndose a
la variacién de volumen con la altura del maximo paralelepipedo inscrito en una
esfera decia

“Cerca del maximo, los decrementos en ambos lados son ini-
cialmente imperceptibles.”

KEPLER afirmaba que si se varia en una pequena cantidad la altura del paralele-
pipedo maximo, la variacién en volumen es inicialmente imperceptible, casi nula
o, empleando el lenguaje de esta seccion, la tasa de cambio promedio alrededor
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del maximo es casi cero, y, en términos de tangentes, la tangente en el maximo
es horizontal.

Alrededor de 1630 FERMAT mostré que su método de las adecuaciones desa-
rrollado para resolver un problema de maximos se podia adaptar para determinar
la tangente a una curva.

Simultaneamente DESCARTES trabajaba en el problema de determinar la pen-
diente de la normal a una curva, de donde facilmente se puede obtener la tan-
gente.

A fines de los 1630’s, ROBERVAL (1602-1675) descubrié un método para deter-
minar tangentes considerando que una curva estd generada por un punto en
movimiento, pero su método depende de la descripcién geométrica de la curva.

En una edicién de 1650 de la Geometria de DESCARTES, en el capitulo Sobre
maximos y minimos el holandés HUDDE simplifica los cdlculos necesarios en el
método de Descartes para hallar normales.

También durante la segunda mitad del siglo diecisiete SLUSE nacido en Liege,
desarrollé un método para encontrar la pendiente de tangentes a curvas descritas
mediante ecuaciones polinomiales. Aunque no sabemos cémo llegé a su resultado,
quiza fue la generalizacion de multitud de ejemplos, su importancia radica, junto
con HUDDE, en que proporcionaron algoritmos generales mediante los cuales se
pueden trazar tangentes a curvas representadas por medio de ecuaciones polino-
miales.

El problema de trazar la tangente, junto con los conceptos de velocidad y
aceleracién instantdneas originé a la larga el potente y cémodo Célculo Infinite-
simal de LEIBNIZ y el método de las fluxiones de NEWTON. Hallar la tangente a
una curva en un punto y hallar la velocidad de una particula que describe esa
curva cuando alcanza ese punto son problemas mateméticamente idénticos.

Los métodos del cociente diferencial de Leibniz y de la fluxién de Newton
fueron descubiertos de manera independiente y casi simultdnea. Parece que
NEWTON lo descubrié primero pero fue LEIBNIZ el primero en publicarlo en 1684.

En la leccién 3 de su Resumen de las clases impartidas en la Escuela Real
Politécnica sobre Calculo Infinitesimal, publicado en 1823, CAUCHY define la
derivada de una funcién de la manera que la expusimos en el presente capitulo, y
se considera el primero en usar explicitamente la definicién moderna de derivada
para demostrar teoremas.





