Capitulo 7

Monte Carlo via Cadenas de Markov

En este capitulo presentamos una herramienta de simulacién genérica, conocida como Monte Carlo via
cadenas de Markov (MCMC), la cudl permite generar muestras (aproximadas) de cualquier distribucién.
Las técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov permiten generar, de manera iterativa, observaciones
de distribuciones multivariadas que dificilmente podrian simularse utilizando métodos como los estudiados
hasta ahora. La idea basica es construir una cadena de Markov que sea facil de simular y cuya distribucién
estacionaria corresponda a la distribucion objetivo que nos interesa.

Las ideas de esta técnica han tenido su desarrollo histérico desde diferentes ramas de las mateaticas: de la
probabilidad, de la mecanica estadistica y de la estadistica bayesiana. Cada enfoque tiene su utilidad con-
ceptual y de implementacion, y se enriquecen entre ellos. Es por ello que presentaremos una introduccién
a estos diferentes enfoques en el capitulo.

Antes de presentar los algoritmos, presentaremos el resultado que motiva y fundamenta matematicamente
el uso de los algoritmos MCMC.

Tenemos el siguiente resultado fundamental para Cadenas de Markov.

Proposicién 7.1. Sea {X,,}n>0 una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiddica con espacio
de estados E y distribucion estacionaria m, se tiene que cuando n — 00 0CurTe que

X, -4 x
donde X tiene distribucion m y
1o 5.
=37 (%) <5 B(g(Y).
i=1

La primera afirmacion del resultado es el teorema cldsico de convergencia de cadenas de Markov. Sin
embargo, la segunda afirmacion requiere un estudio mas detallado. En la teoria de sistemas dindmicos,
se prueba que para ciertos sistemas ocurre que los promedios temporales son iguales a los promedios
espaciales. Este resultado nos permitird tomar promedios de valores temporales en una cadena de Markov
que son claramente dependientes pero que al promediarlos se comportan como si fuesen independientes; de
forma similar a la ley fuerte de los grandes nimeros. Este resultado es conocido como el teorema ergddico
para Cadenas de Markov.
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7.1. Metropolis-Hastings

En esta seccién estudiaremos el principal algoritmo de Monte Carlo vias cadenas de Markov. La idea de
este algoritmo, como se mencioné anteriormente, es simular una cadena de Markov tal que su distribucion
estacionaria coincida con la distribucién a simular.

Como motivacién para el desarrollo este algoritmo, supongamos que queremos generar valores de una
variable aleatoria X con soporte en E = {1,..., N} y distribucién = = (7y,...,7n), donde m; = b;/C,
i € E, N es grande y C es la constante de normalizacién (dificil de calcular). Construiremos un método
que solucione el problema.

Construimos una cadena de Markov {X,},~, con espacio de estados F, cuya evolucién depende de la
matriz de transicién @ = {¢;;} de otra cadena de Markov irreducible. Dicha evolucién esta definida de la
siguiente manera:

1. Cuando X,, = 7, generamos una variable aleatoria Y tal que
P(Y =) = a;
para todo i,j € E.

2. SiY = j, hacemos
J  con probabilidad a;;
Xny1=19" o
i con probabilidad 1 — ay;

— b
oy mfn{wé‘—’éf,l} _ mfn{b2q7%,1}.
i4dij i4dij

La evolucién anterior se traduce en que el proceso {X,},~, tiene como matriz de transicion a P =
{pij}{i,jeE} donde

donde

Dii = qij Oj sii#j
ij — .. .
Gii + D popi Gk (1 — k) =1 = 300 Giwovie sl i = J.

A «;; se le conoce como la probabilidad de aceptacién.

El siguiente resultado prueba la eficacia de la construccion. Presentamos la prueba por ser simple.

Proposicién 7.2. La cadena de Markov { X, }n>0 tiene como distribucidn estacionaria a m.

Demostracion. Demostraremos que la cadena de Markov con matriz de transicién P = {p;j}ijcr es
reversible (con respecto al tiempo) y tiene como distribucién estacionaria a 7. Para ello basta verificar
que se satisfacen las ecuaciones de balance local:

TiPij = TjDyis
para toda i,j € E. Esto es equivalente a que se cumpla:
TilijQij = T5q5iQji-
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Para verificar esta ultima igualdad basta notar que si

Tj45i

Oéij =
Tiqij

entonces «aj; = 1 y viceversa. O

Corolario 7.1. Si la cadena de Markov { X, }n>0 es irreducible y aperiddica, entonces 7 es la distribucion
limate.

Este resultado es inmediato de los resultados de convergencia de cadenas de Markov. Las hipétesis de irre-
ducibilidad y aperiodicidad se siguen directamente de que la matriz ) es irreducible y de la construccion
de P.

Tenemos dos observaciones importantes:

= La eleccién de la cadena @) es arbitraria, siempre que satisfaga la condicién de irreducibilidad.

» No fue necesario calcular a la constante C' para definir a la cadena de Markov { X}, }»>0.

La idea anterior (y su prueba) es suficientemente robusta y se puede extender a cadenas de Markov con
espacio de valores continuos (por ejemplo R o R™) bajo algunas condiciones generales (que involucran la
interpretacién de irreducibilidad y convergencia de Cadenas de Markov en espacios de valores continuos).
Por supuesto, hay muchos detalles técnicos involucrados, por lo cual no abordaremos la teoria correspon-
diente y simplemente daremos como efectiva la construccién anédloga de la cadena de Markov {X;,}n>0
con valores continuos.

A partir de ahora cuando escribamos a x y y como estados en F, estaremos pensando que = y y son
nuimeros reales o vectores. Imaginemos que queremos generar una muestra de una funcién de densidad
(que podria ser multidimensional) objetivo f(x).

El algoritmo siguiente usa una construccién analoga a la de la cadena de Markov en espacio de estados
discreto, y se denomina algoritmo Metropolis-Hastings.

Se define la evolucién de la cadena a continuacion, dado que la cadena se encuentra en el estado Xy:

Algoritmo 48 : Metropolis-Hastings

1: Generar Y ~ ¢q(X,,y), es decir generamos Y con el kernel de transicién a un valor y dado que estamos
en el valor X,, (la funcién de densidad de y al siguiente paso dado el valor anterior).
2: Generar U ~ U(0,1) y hacemos

P Y siU<a(X,,Y),
e X,, en otro caso

donde

De esta forma tenemos que, repitiendo los pasos del algoritmo anterior, obtenemos una sucesién de va-
riables aleatorias dependientes X1, Xo,... X,,, donde X,, tiene aproximadamente la funcién de densidad
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f(x), para toda m suficientemente grande.

Observemos que en el fondo, este es un algoritmo dindmico de aceptacion y rechazo. La eficiencia del
algoritmo dependera de la probabilidad de aceptacién a(x,y).

Una cuestiéon importante en este algoritmo es la seleccién de matriz de transicién (). Existen diferentes
alternativas para esta matriz, que dependen del problema a resolver. Las méas usadas son:

» Simetria: Consiste en elegir ¢ tal que ¢(z,y) = q(y, x). En este caso tendriamos que la probabilidad

de aceptacién es:
o mn {18 1)

es decir, solamente depende de la funcién de densidad de la variable aleatoria a simular, entonces

tenemos un método de aceptacién-rechazo similar al método original de aceptacién-rechazo.

» Independencia: Podemos elegir ¢ tal que q(z,y) = g¢(y), para alguna funcién de densidad g.
Esto quiere decir que la transicion no estd dependiendo del estado actual, por lo que en cada paso
de la evolucién simplemente estamos sorteando un candidato (con densidad g) independiente. El
candidato generado serd aceptado con probabilidad

aay) =min { FO9E 1}

Este método es muy parecido al de aceptacién-rechazo original por lo que es importante que la
densidad propuesta g esté cercana a f. Una observacion importante es que a diferencia del método
de aceptacién-rechazo original, éste produce muestras dependientes (por ejemplo si se rechaza una
vez, tendremos dos variables consecutivas generadas con valores idénticos).

= Caminata aleatoria: Bajo esta eleccién, el candidato es obtenido con la siguiente expresion: y =
x + Z, donde Z es una variable con densidad g simulable y simétrica (alrededor del origen). Asi, la
transicion estd dada por ¢(z,y) = g(y — x), y la probabilidad de aceptacién es:

ate) =min { 011},

Ahora veremos algunos ejemplos del uso del algoritmo para la simulacién de vectores aleatorios depen-
dientes.

Ejemplo 7.1.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio cuya densidad es

f(z,y) = cxexp(—((zy)? + 2* + y* — 8z — 8y)/2),

para x e y reales.

Imaginemos que queremos estimar A = E(X) por medio del estimador de Monte Carlo

Zij\il Xi
M M

>
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donde la muestra {(X;, Y;)}!"_; que aproxima a la distribucién f se genera usando una matriz de transiciéon
@ dada por un algoritmo de Metropolis-Hastings caminata aleatoria.

Elegiremos que el incremento Z = (Z1, Z3) esté dado por variables aleatorias Z;, Za ~ N(0,a?) indepen-
dientes para alguna a > 0. Algunas observaciones en la seleccion de la constante a son las siguientes:

= Si a es demasiado pequena, los componentes seran muy correlacionados positivamente, por loque
necesitaremos una muestra grande para la convergencia.

= Si a es demasiado grande, muchas de las muestras seran rechazadas, por lo que el algoritmo es poco
eficiente.

Entonces, nuestro algoritmo para generar nimeros provenientes de f tiene la forma explicita siguiente.

Algoritmo 49 : Metropolis-Hastings caminata aleatoria

1: Iniciamos en un valor arbitrario (Xo, Yy), n = 0.

2: Dado el vector (X,,Y,), generamos Z = (Z1, Z2) donde Z;,Z> ~ N(0,1) independientes. Hacemos
C = (Xp,Y,) +ax*Z.

3: Calculamos a((Xy, Yn,),C) = min{ f(;‘((CY L 1}, donde f es la funcién de densidad objetivo.

4: Generamos U ~ U(0,1). SiU < a((X,,Y,),Y), hacemos (X,4+1, Yn+1) = C y n = n+ 1. Volvemos al
paso 2.

5: Paramos cuando n = N, un valor dado N de iteraciones totales.

A continuacién presentamos un ejemplo concreto en donde estimar la distribucién estacionaria nos puede
ayudar a estimar la solucién de un problema de optimizacién relacionado con una evolucién markoviana
de un sistema a través del tiempo.

Ejemplo 7.1.2. Una persona tiene el proyecto de poner una pension para autos con K cajones. Suponga-
mos que Y, es el numero de personas que acuden a rentar un cajon el n-ésimo dia (el contrato es por dia)
y que {Yy, }n>0 son v.a.i.i.d. Poisson(\). Si hay cajones disponibles se consideran como contratos nuevos,
en otro caso cada cliente toma su lugar ya asignado. La probabilidad de que una persona desocupe el cajon
al dia siguiente es p (los cajones se regresan simpre al inicio del dia). Sea X, el nimero de cajones en
renta ol final del n-ésimo dia y Z,, el nimero de nuevos contratos durante el n-ésimo dia. Cada nuevo
contrato genera una ganancia de g pesos y un ingreso de r pesos por dia (o fraccion del dia) y cada cajon
se puede comprar solo al principio con un costo de ¢ pesos por cajon y por dia. El objetivo es encontrar
k que maximice la ganancia.

Notemos que
Xn+1 = min{k, Bin(X,,1 —p) + Y1},

Zn+1 = Xn+1 - BZTL(Xn, 1-— p)

Ademés {X,, } >0 es una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto con probabilidades de transicién

min{i,j} i y l)\j_le_,\
P(Xp1 =j|Xn =1) = Z <l) (I—-p)p" TED
=1 ’

conogigkyogjgk—l.Sij:k:entoncespik.zl—Zf;épij.
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Para maximizar la ganancia promedio por dia (a largo plazo), tenemos que maximizar
M (k) = gE[Z(k)] + rE[X (k)] — ck (7.1)
donde
E[Z(k)] = lim E[Za(k)] = lim E[X,(k)] - E[Bin(Xa-1(k),1 - p)] = pELX (k)]

n—oo n—0o0

Entonces podemos reescribir a la funcién objetivo (7.1) como
M(k) = (g + r)E[X (k)] — sk,
donde
k
E[X (k)] =) am,
=0

y 7 es la distribucién estacionaria de la cadena {X;}n>0. Si usamos la media muestral tendremos un
estimador para k.

7.2. Muestreo de Gibbs

En esta seccién estudiaremos un caso particular del algoritmo de Metropolis-Hastings que es muy utilizado
para generar muestras de vectores aleatorios y ha sido extensamente usado en estadistica bayesiana. Este
método es conocido como el muestreo de Gibbs. La principal caracteristica del muestreo de Gibbs es que
la Cadena de Markov subyacente es construida de una sucesiéon de distribuciones condicionales.

Supongamos que queremos obtener una muestra un vector aleatorio X = (Xi, Xs,..., X)) con funcién
de densidad conjunta f(X). Denotemos por X|; al vector que se obtiene al considerar el vector X tras
eliminar la i-ésima entrada. Consideremos la densidad condicional de X; dado XY;), dada por

) — [z ) B f(z)
f( z’ [1})_ f(xm) B f_oooo f(x)dl‘zv

donde hemos extendido la notacién de X, X; y X};) a vectores deterministas z, z; y ).

Supongamos que las distribuciones condicionales son conocidas y faciles de simular. Consideremos el algo-
ritmo de Metropolis-Hastings eligiendo a la probabilidad de transicién g de la siguiente manera particular:
Elegimos una entrada ¢ de manera equiprobable entre las coordenadas de X. Construimos Y como un
vector idéntico a X salvo en la coordenada i. La coordenada i-ésima del vector Y se elige con la densidad
de probabilidad:

qzilw) = f(zily).

Entonces, tendremos que
f (@) f(wp|:) }
alz;,z) =min<1l, ——F———— 5 =1,
(i, ) { f (@) f(@ilzp)

es decir, se acepta siempre al candidato; no hay rechazo.

Asi, podemos escribir el algoritmo del Muestreo de Gibbs de forma explicita.

Ejemplo 7.2.1. Distribucion Normal Bivariada.
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Algoritmo 50 : Muestreo de Gibbs
1: Inicializar X0 = (X§0), . Xlio)).
2: Elegimos un indice ¢ de forma equiprobable en 1, ..., k.
3: Generamos Z ~ f(Xi(")|X(n)).

(3]
4: Hacemos X (1) como la concatenacién de X [(Zf)

5: Repetir los paseos anteriores.

y Z (poniendo Z como la i-ésima coordenada).

Recordemos que un vector aleatorio (X,Y) continuo que toma valores en el plano R? tiene distribucién
Normal Bivariada si su funcién de densidad estda dada por

B 1 (x — px)? 2p(x — pux)(y — py) (y—uy)Z}}
Ixy(z,y) = moxOy eXp{ 2(1— p?) 0% oX0y * oy ,

para x,y reales, donde p es el coeficiente de correlacién. Consideremos el caso cuando ox = oy =1y
uwx = py = 0, entonces tenemos que la funcién de densidad correspondiente es:

fxy(z,y) = % exp { - 2(11_[)2)[902 — 2pay + 3/2]}-

Es facil ver que X,Y ~ N(0,1), y también verificar que

XY ~ N(pY,1 - p?)

YIX ~ N(pX,1- p2),

por lo que podemos simular las densidades condicionales utilizando cualquiera de los métodos presentados
antes para simular una densidad normal.

Ejemplo 7.2.2. Implementemos el algoritmo anterior en un programa.

A continuacién presentamos la implementacién de tal cédigo. La siguiente funcién implementa el Muestreo
de Gibbs donde los vectores generados tienen aproximadamente la densidad de una normal bivariada con
el coeficiente de correlacién deseado.

Gibbs<-function(k, rho){

A=matrix(0,k,2)

x=rnorm(1) #Valores iniciales

y=rnorm(1l) #Valores iniciales

Al1,1]=x*sqrt (1-rho”2)+rhox*y

#Generamos otro parametro con la condicional en Xo

Al1,2]<-x*xsqrt(1-rho~2)+rho*A[1,1]

#Generamos el otro con la misma condicional pero ahora en A[1,1]

for (i in 2:k){ #Repetimos k veces
Ali,1]<-rnorm(1)*sqrt(l-rho~2)+rho*A[i-1,2]
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Ali,2]<-rnorm(1)*sqrt(1-rho~2)+rho*A[i,1]
}

return (A)

}

Podemos graficar los valores obtenidos.

M=Gibbs (300,-.85)
plot( M[,11,M[,2])

ML, 2]

ML, 1]

Un ejercicio sugerido es utilizar nuestro programa para resolver un pequeno problema de estimacion:
Supongamos que deseamos estimar el valor de la probabilidad

P(X%+Y?%> 1.5)

cuando (X,Y’) tiene distribucién normal esténdar bivariada con coeficiente de correlacion p = —0.85.
Considere que el programa contemple un tamano de muestra n y un periodo de calentamiento k.

Ejemplo 7.2.3. Distribucion Autoexponencial.
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Este modelo fue introducido por Besag (1974) en el drea de estadistica espacial. Supongamos que

fy1,y2,y3) o< exp{—(y1 + y2 + y3 + O12y1y2 + O13y1y3 + O23y2y3) } ,

para valores yi1,y2,y3 € [0,00), en donde 012, 013 y 623 son conocidos (recordemos que la notacién f x g
indica que f y g difieren en una constante positiva, es decir, son directamente proporcionales).

Una propuesta inicial para simular observaciones de esta distribucién es usando la relaciéon

Fr,y2,u3) = f(y) f(y2lyr) f(yslyr, v2)-

Para poder usar esta representacion calculemos la marginal de (y1,y2),

o0
fy1,92) o /f Y1, Y2, Y3)dys
0

oc exp{—(y1+y2+ 912y1y2)}/exp {—y3 (1 + O23y2 + O3191) } dys

exp {—(y1 + y2 + O12y1y2) }
1 + ba3y2 + 03191 '

Entonces, la marginal de y; esta dada por

fly1) ce™ / exp{=(y2 + 012y1y2)}d

) 1 + 6a3y2 + 03191

cuya solucién analitica se dificulta. Sin embargo, es facil mostrar que las densidades condicionales estdn
dadas por

fly2,y3) = exp(yi]l + O12y2 + O13y3),

f(yalyr,ys) = exp(y2|l + O12y1 + Oa3y3),

f(yslyr,y2) = exp(ys|l + O13y1 + O23y2),
donde estamos utilizando la notacién exp(z|\) para denotar a la densidad dada por f(z) = Ae™*. Asf que
estas densidades son muy sencillas de simular y por lo tanto un muestreo de Gibbs es ficil de implementar.

Un ejercicio sugerido es la implementacion del algoritmo de muestreo de Gibbs para simular observaciones
provenientes de la distribucién Autoexponencial y graficarlas.

7.2.1. Aplicacion en estadistica bayesiana

Sea X = (Xi,...,X,) una muestra de una distribucién Poisson con un punto de cambio aleatorio, es
decir, supongamos que el punto de cambio se presenta en un valor m € {1,...,n} = J, y ocurre que,
condicional al valor que toma m, tenemos que

X, ~ Poisson(\)

parai € {1,...,m}y
X; ~ Poisson(T)
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para i € {m + 1,...,n}. Por otro lado, supongamos que A, 7 y m tienen distribuciones a priori (es decir,
no condicionales) independientes donde A\ ~ Gamma(a, 3), T ~ Gamma(o,0) y m ~ Unif{l,...n}, con
a, 3,0 y 6 constantes conocidas.

La interpretacién usual es la siguiente. Tenemos un conjunto de pardmetros con cierta distribucién a prio-
ri, que representa nuestro conocimiento previo de la distribucién de tales parametros. Esa informacion
puede provenir de experiencia estadistica anterior o de la informacién que nos proporcione un experto
en el fenomeno. Por otro lado, recibimos datos, provenientes de informacion factual (es decir, trabajo de
campo, experimentos en un laboratorio, etc). Nos gustaria recalcular la distribucién de los pardmetros,
dados los datos que obtuvimos; esto servird para tomar en cuenta la informacion inicial dada por la dis-
tribucién a priori, contemplando la certeza que nos dieron los datos recibidos.

La densidad condicional anterior se puede derivar a través de la formula de Bayes. En nuestro caso toma
la forma especifica:
fXA 7,m) f(A,7,m)

fO,m,m|X) = FX)

Podemos verificar, de forma relativamente sencilla, que la densidad conjunta a posteriori (es decir condi-
cional a los datos X) es

fA,1,mlX) x Aotym—lotzm—1 exp{—(8+m)A\}exp—(0 +n—m)r},

donde

Zm = i Xi7

i=m+1

expresion que no parece facil de simular. Para hacer uso del muestreo de Gibbs tenemos que encontrar
todas las condicionales a posteriori correspondientes, las cuales estan dadas por:

A7T,m, X ~ Gamma(a + ypm, B+ m),
TN, m, X ~ Gamma(o + zp,0 +n —m)

Notym=Lrotzm—Llexpl— (8 +m)A} exp —(6 +n — m)7}
Yty AvtvimtrotsiTlexp{—(8 +i)Ayexp —(6 +n —i)T}

fm|A, 7, X) =

para toda m € {1,...,n}. Con lo anterior, somos capaces de programar un muestreo de Gibbs que simule
a la distribucién conjunta a posteriori f(A, 7, m|X).

El algoritmo es el siguiente.
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Algoritmo 51 : Muestreo de Gibbs 1
1: Inicializar 7, A, m.
2: Elegir 7 0 A 0 m, cada uno con probabilidad 1/3.
3: Dado que elegimos el pardmetro 6, simularlo de nuevo utilizando la densidad condicional f(0|(A, 7,0)\
{0}).

4: Repetir desde el paso 2.

Este algoritmo nos permite hacer lo siguiente: dado un conjunto de datos X, podriamos estimar los valores
A, T v u. Este es un ejercicio del capitulo y es un ejemplo tipico de estimacién utilizando el muestreo de
Gibbs.

7.2.2. El muestreo de Gibbs dentro del contexto de la Fisica

Muchas de las ideas del muestreo de Gibbs tienen sus origenes en la mecanica estadistica. Para mostrar la
versatilidad de tales ideas y profundizar en su comprension presentamos en esta seccién un breve esbozo
de los conceptos utilizados y la forma especifica que toma el muestreo de Gibbs en este contexto. Este
lenguaje es utilizado en también en otras areas como la estadistica bayesiana, donde se utilizan ideas
similares.

Campos de Markov

Sea S un conjunto finito o numerable con elementos a los que llamaremos sitios y A un conjunto finito al
cual nos referiremos como espacio fase. Un campo aleatorio con sitios S y espacio fase A es una coleccién
{X(s)ses} de variables aleatorias con valores en A.

Alternativamente, un campo aleatorio es una variable aleatoria que toma sus valores en el espacio A°. Al
espacio A® le llamaremos espacio de configuraciones. Para una configuracién fija = y dado un subconjunto
A C S, definimos:

z(A) = (x(s),s € A)

como la restriccion de la configuraciéon x al subconjunto A. Por comodidad, algunas veces escribiremos a
toda la configuracién x como la concatenacién de la configuracién x restringida a A con la configuracion
x restringida al complemento de A, es decir

x = (x(A),z(S\ A4)).

Veamos un ejemplo. Consideremos S = Zs x Zs y A = {0,1}. En este caso, una configuracién posible
puede representarse graficamente de la siguiente manera:

+ - - - 4+
+ o+ + -+
-+ - + 4+
+ o+ + - 4+

Ahora procederemos a definir la dependencia posible entre las variables que conforman al campo aleatorio.
Para ello definimos un sistema de vecindades en el conjunto de sitios S.
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Definicién 7.1. Un sistema de vecindades de S es una familia {N}scs de subconjuntos de S tales que
para toda s € S:

1. s¢ 55,

2. Sit e N, entonces s € N;.

Denotaremos por Ny a la vecindad de s. Y definiremos como .vas = N; U {s} a la vecindad no agujereada
de s. Cuando S consiste en un malla cuadralada (finita o infinita) un ejemplo cldsico de vecindades son
las v (vecindad de von Neumann) y 3 (vecindad de Moore):

o B

O ONONG®
ON NO ON NO
O O OO

Figura 7.1: Tipos de vecindades.

Ahora explicaremos cémo se puede definir a la propiedad de Markov en este contexto.

Notemos que si tenemos una cadena de Markov {X,,},>0 se puede probar (utilizando la propiedad de
Markov y el teorema de Bayes) que para todo n natural ocurre lo siguiente:

(Xla (EXP) anl)’Xn 4L (XnJrl’ ceey Xn+m)|Xn7

es decir, que condicionalmente al valor de X,,, los vectores (X1,..., Xn—1) ¥ (Xnt1, .-y Xntm) son inde-
pendientes. Esta propiedad, que es de hecho equivalente a la propiedad de Markov, nos da una intuicién
espacial: dado un sitio n, si conocemos el valor de la variable X, ocurre lo que queda a la izquierda es
independiente a lo que queda a la derecha de tal posicién.

Siguiendo tal intuicién espacial hacemos una extensién para definir la propiedad de Markov en campos
aleatorios.

Definicién 7.2. Decimos que X es un campo aleatorio de Markov con respecto al sistema de vecinda-
des {N}ses, si para todos los sitios de S las variables aleatorias X (s) y X (S \ Ns) son independientes
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condicionadas a X (Ns), es decir:
P(X(s) = z(s)[X(S\ s) = z(5\ 5)) = P(X(s) = z(s)| X (Ns) = 2(N5s)),
para todo s € S yx € A°.
El concepto andlogo a las probabilidades de transicion para cadenas de Markov estd dado por las especi-

ficaciones locales para campos de Markov.

Definicion 7.3. La especificacion local de un campo aleatorio de Markov en el estado s es la funcion
w5 A® — [0,1] definida por:

™ (2) = P(X(s) = 2(s)| X (N;) = 2(N5))

La familia {7°}scs es llamada la especificacion local del campo aleatorio de Markov.

Campos de Gibbs

En esta seccién definiremos a los campos de Gibbs, que son un tipo de campos aleatorios con una forma
especifica para su distribucién conjunta. Su importancia radica en que, bajo ciertas condiciones generales,
un campo de Markov es un campo de Gibbs y viceversa. La forma especifica de los campos de Gibbs nos
permite hacer cdlculos explicitos, por lo que nos da una manera de implementar el muestreo de Gibbs en
una forma detallada.

Comenzaremos con los conceptos utilizados para caracterizar la dependencia de las variables aleatorias
de un campo de Gibbs (que definiremos después). Continuamos en el contexto de un campo aleatorio con
espacio de sitios S y espacio fase A.

Definicion 7.4. Un subconjunto C' C S es un clique si y solo si:

1. C={s} o

2. Para todo par de sitios s,t tales que s,t € C' ocurre que s y t son vecinos.
Notemos que para las vecindades a y 8 presentadas anteriormente tenemos que los posibles cliques, sin
contar rotaciones, son de la forma:

Definimos ahora al potencial para un campo de Gibbs, que nos es una colecciéon de funciones en donde
cada funcién asociada a un clique C' depende exclusivamente de los valores de la configuraciéon en tal
clique C.

Definicién 7.5. Un potencial de Gibbs en el espacio A° relacionado a un sistema de vecindades {Ns}ses
es una coleccion de funciones {Votcocs, Vo : A5 — R U {oo} tales que:

1. Vo =0 st C no es un clique.

2. Va,2' € A5 yVC C S six(C) =2/ (C) = Vo(x) = V()

A través del potencial de Gibbs, podemos definir a la energia de una configuracién x como la suma de
todos las funciones potenciales (sumando sobre todos los cliques) de la configuracién z.
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Figura 7.2: Todos los cliques de cada vecindad (salvo rotaciones).

Definicién 7.6. La funcion de energia ¢ : A — RU {co} estd dada por

e(z) = Z Vo(x).
C

Tras definir estos conceptos, podemos definir a una distribucién de Gibbs. Un campo aleatorio tiene una
distribucién de Gibbs si tiene la forma:

ﬂ_T(x) = ZlTe_jl"E(x)’
donde Zr es una constante de normalizacién llamada funcién de particién, que hace que {mr(z)}, ecns
sea una funcién de masa de probabilidades. La funcién de energia proviene de un potencial de Gibbs,
para un sistema de cliques. Al parametro T' > 0 se le conoce como la temperatura del sistema, y tiene
la siguiente intuicién (correspondiente a la fisica): cuando T crece a infinito, la distribucién de Gibbs se
acerca a una distribucién uniforme sobre el espacio de configuraciones A°. En el caso en que T decrece
a 0, la distribucién de Gibbs tiende a la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria que toma
con probabilidad 1 a la configuracién z* que maximiza 7 (z).

En cuanto a la relacién entre campos de Gibbs y campos de Markov nos contentaremos en enunciar el
siguiente resultado, que nos indica que los campos de Gibbs son de hecho campos de Markov. El inverso
es cierto: bajo ciertas condiciones muy generales, un campo de Markov puede expresarse como un campo
de Gibbs.
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Teorema 7.1. Si X es una v.a. con distribucion m donde su funcion de energia proviene de un potencial
de Gibbs {Vco}ocs relativo al sistema de vecindades de {Ns}scs entonces X es un campo aleatorio de
markov respecto a las mismas vecindades {Ns}ses y sus especificaciones estin dadas por:

s 67 chs VC("E)
™(@) = S Vet

La notacion -, significa la suma sobre todos los conjuntos C' tales que contengan al estado s.

Veamos ahora un ejemplo especifico de todos los conceptos presentados. Consideremos el modelo de Ising,
un ejemplo cldsico de la fisica estadistica en donde se modela el ferromagnetismo. En este caso podemos
considerar S = Z2, un toro discreto, y un espacio fase {+, —} donde los valores del espacio fase representan
si un sitio s estd imantado positiva o negativamente.

Sabemos que, fisicamente, un cuerpo tiende a imantarse con el mismo signo que los cuerpos que tiene
cercanos. Eso lo podemos expresar de la siguiente manera: consideremos un sistema de vecindades « y
cliques dados por tales vecindades. Consideremos que los tnicos cliques con funcion potencial distinto de
cero tienen la forma {s,t} donde s y t difieren exactamente en una coordenada, por +1 o —1 y el potencial
esta dado por:
Vieny = —x(s)x(t).
Asi, la energia estd dada por
@) =— > a(s)at)
{s,t} clique

y la medida de Gibbs inducida es la siguiente:

7TT([,U) = Z]:T@Yl’ z:{s,t}clique ZI?(S)LE(t)

Notemos que esta medida codifica el fenémeno que queremos capturar. La configuracion

+ + + + +
+ o+ + o+ 4
+ + + + +
+ o+ + + 4
+ + + + +

tiene todos los vecinos con fases del mismo signo, por lo que su energia sera pequena. Eso implica que tal
configuracién tiene gran probabilidad. Por otro lado, la configuracion

+ - + - +
+ -+ - 4+
+ - + - +

tiene muchos méds vecinos con fases de diferente signo, por lo que su energia sera mayor y por lo tanto su
probabilidad serd menor que la de la configuraciéon de arriba.

Utilizando el Teorema 7.1 tenemos que las especificaciones locales para nuestro ejemplo estdn dadas por

o) — 9]
9(ls) + (1= 2(5))’
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donde
g(w _ e—(ix(s+e1)+ix(s—el)x(s)+ix(s+e2)+iaz(s—e2)) (7.2>

para valores i = +1, —1, donde e; y ey representan a los vectores candnicos.

Utilizando tales especificaciones locales (funciones de transicién), podemos utilizar el muestreo de Gibbs
para simular a la distribucién estacionaria de un campo aleatorio de Ising en el toro finito discreto. El
algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 52 : Modelo de Ising

1: Comenzar con una configuracién arbitraria zg € {+, —}%m.

2: Elegir al azar y de forma equiprobable un sitio s in Z2,.

3: Actualizar el valor de la configuracion en el sitio s: z(s) toma el valor 4+ con probabilidad 7%(1), y el
valor — con probabilidad 7%(—1), donde 7° esta definida por (7.2).

4: Volvemos al paso 2.

La implementacion de tal algoritmo nos ayudaria a estudiar la evolucién del magnetismo en este modelo
simple.

7.3. Muestreo de Slice

En esta seccién analizaremos otra forma particular del muestreo de Metropolis-Hastings, que tiene una
interpretaciéon geométrica muy directa.

Supongamos que queremos simular valores de una variable aleatoria X con funcién de densidad f(x).
Consideremos al conjunto

B={(z,y): 0<y < f(x)}.

La idea bésica es la siguiente: si conseguimos generar un vector (X,Y’) que tenga distribucién uniforme
sobre el conjunto B, entonces la marginal X tendra la densidad deseada. Esto se puede verificar facilmente:

00 f(z)
fx(@) = / Fxy (0 y)dy = /0 edy = cf (z),

por lo que X tiene a f como densidad (y ademds la constante de normalizacién c es igual a 1).

Sin embargo, generar un vector uniforme (X,Y’) en el conjunto B no necesariamente es sencillo. Por lo
cual se propone el siguiente algoritmo, que como veremos después, es un algoritmo similar al muestreo de
Gibbs:

Algoritmo 53 :Muestreo Slice

1: Comenzar con un valor arbitrario X = z, tal que f(z) > 0.

2: Dado X = z, elegir Y como un valor uniforme entre 0 y f(x).

3: Dado Y =y, elegir X de manera uniforme en el conjunto S, donde S = {z: y < f(x)}.
4: Volver al paso 2.

El nombre del algoritmo Slice (rebanar, en inglés) toma su nombre de la interpretaciéon geométrica del
algoritmo: Dado el valor X = z, se elige el valor Y como un nivel uniforme en la linea que une al punto
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(x,0) con el punto (f(z),0), es decir, como un valor uniforme en una rebanada vertical. Dado el valor
Y =y se elige al punto X como un valor uniforme en el segmento (o unién de segmentos) de los valores
x que al evaluarlos llegan a la linea de nivel y (en el conjunto {z : f(x) = y}), es decir, como un valor
uniforme en una rebanada horizontal.

Este algoritmo tiene particularidades a observar. Por un lado, a diferencia del algoritmo de Metropolis,
por ejemplo con el esquema de caminata aleatoria, hay una autoregulacién de los valores que va tomando
X: la misma densidad f regula qué tan probable es saltar al valor siguiente, haciendo improbable ir a un
valor donde la densidad es pequena y haciendo maés probable ir a valores donde la densidad es grande.
Por otro lado, los valores consecutivos generados por el algoritmo tienen alta dependencia.

A continuacién probaremos la eficacia del algoritmo. Para ello basta verificar que este algoritmo es una
variacién del muestreo de Gibbs, donde la distribucién invariante es uniforme sobre el conjunto B.

Notemos que debido a que las actualizaciones son deterministas (primero en X, luego en Y, luego en X,
luego en Y, etc.) tenemos un esquema de Metropolis-Hastings, con matriz de transicién:

01

10 /°
Ahora, para verificar que en efecto tenemos como distribucién estacionaria a un vector (X,Y") uniforme
sobre el conjunto B, nos basta ver que las transiciones dadas por el algoritmo coinciden con las densidades

marginales fy|x vy fx|y de tal vector (y por lo tanto la probabilidad de aceptaciéon es igual a 1). Lo
probamos a continuacion.

Proposicién 7.3. Sea (X,Y) con distribucion uniforme sobre el conjunto B = {(x,y) : 0 <y < f(z)}.
Entonces ocurre que

1. Y|x=y tiene distribucion uniforme en el intervalo (0, f(z)).

2. X|y=y tiene distribucion uniforme sobre el conjunto S, donde S = {z :y < f(z)}.

Demostracion. 1) Notemos que para z tal que f(z) > 0 ocurre que

 fxy(z,y) _ 15(z,y)  Lo<y<f@)} W)

frxll) = =Gy = i) i)

donde utilizamos lo que presentamos al principio de esta seccién: la marginal de X es la funcién f(z).

2)Definamos S = {z : y < f(x)}. Calculemos primero la densidad de Y:

= [ " fxy (@ y)de = /S 1z = A(S)

donde A\(S) denota a la longitud del conjunto S. Entonces, para 0 < y < méax,cg f(z) ocurre que

. fX,Y(x7y) _ 13('%'73/) _ 15(.%‘)
P =50 TN T As)

que es lo que se queria demostrar.
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7.3.1. Implementacién y calibracién

Es importante aclarar que en la implementacion de simulaciones Monte Carlo a través de cadenas de
Markov pueden aparecer varios problemas. En esta seccion discutimos algunos de estos problemas y las
soluciones practicas que se suelen utilizar para remediarlos.

Uno de los problemas es el siguiente. Aunque la existencia de una distribucién estacionaria y la conver-
gencia a ella pueden ser demostrados formalmente, las condiciones para que se cumpla la convergencia
no son faciles de demostrar en problemas concretos y que aun si pudiera hacerse, la convergencia puede
ser muy lenta. Por ejemplo, en el caso del algoritmo de Metropolis-Hastings, la probabilidad de moverse
a una nueva posicién, puede ser muy pequena y la cadena podria tardarse mucho en visitar todo el espacio.

Es entonces muy importante corroborar si efectivamente la cadena alcanza a la distribucién estacionaria.
Debemos dar un tiempo a que la cadena se estabilice, es decir, tomar un cierto niimero de iteraciones como
un “periodo de calentamiento” y luego de este periodo analizar la convergencia y estabilidad de la cadena.
Para determinar el periodo de calentamiento una sugerencia es hacer graficas de los estados visitados por la
cadena. También se pueden graficar funciones de interés (por ejemplo la media muestral). Lo fundamental
en este sentido es monitorear la convergencia de las caracteristicas estadisticas de los datos. Por ejemplo,
se pueden observar los coeficientes de correlacion serial, para tener idea de la velocidad de convergencia
(correlacién alta implica convergencia lenta). Una propuesta para medir la correlacién serial de orden k
esta dada por:

_ Y (g — 3) (w4 — T)
& S (g — 1)

El monitoreo consiste en verificar si el estimador anterior tiende a cero conforme k crece.

Un problema fundamental subyacente es que las observaciones generadas no son independientes (pues son
construidos a través de la dindmica de una cadena de Markov) a pesar de que el objetivo es generar una
muestra aleatoria.

Existen diversas sugerencias para resolver el problema de la dependencia de los datos. Gelfand & Smith
(1990), sugieren hacer corridas simultaneas de n cadenas de forma independientemente hasta obtener la
convergencia en cada una. El problema en esta metodologia es que si la convergencia se alcanza después de
m iteraciones, entonces para obtener una muestra de tamano n, es necesario generar mn observaciones.
Por otro lado, Geyer (1992), sugiere que una vez que se alcanza la convergencia, basta con generar n
observaciones mas y tomar estas como muestra, pues aunque no son independientes la teoria ergddica
sustenta la inferencia. Otra propuesta es la de Raftery & Lewis (1992) quienes sugieren que, tras un
periodo de calentamiento, se seleccione un elemento para la muestra periodicamente, es decir, cada k
observaciones. Por su parte, Gelman & Rubin (1992) proponen que es recomendable correr, de manera
simultanea, [ cadenas independientes, con [ no mayor a diez, y de cada una tomar n/l observaciones, ya sea
de manera consecutiva o cada k pasos. Se recomienda realizar distintas metodologias como las sugeridas.

7.4. Ejercicios

1. Implementar el algoritmo propuesto para la distribucién Autoexponencial.

2. Implementar un algoritmo de Metropolis-Hastings para generar valores provenientes de una variable
aleatoria X ~ N(0, 1). Utilice el método de la caminata aleatoria simétrica, eligiendo a una transicién
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Q@ de la forma:
Y=X,+U,

donde U ~ Unif|—a,a] para a > 0. Hacer un histograma con una muestra grande generada por el

algoritmo.

. Hagamos un algoritmo de Metropolis-Hastings para generar valores provenientes de una variable
aleatoria con densidad:

f(t) = Csen(x)?sen(2t)%p(t),
donde C' > 0y ¢(t) denota a la densidad de una normal estandar. Utilice el método de la caminata
aleatoria simétrica, eligiendo a una transicién ) de la forma:

Y=X,+U,

donde U ~ Unif[—a,a] para a > 0. Permita que el algoritmo tenga un periodo de calentamiento k,
genere después una muestra de tamano n grande y grafiquela con un histograma.

. Para una normal multivariada estdndar con coeficiente de correlacion p = —0.85, estimar el valor
P(X?+Y?%> 1.5)

utilizando el muestreo de Gibbs. Considere que el programa contemple un tamano de muestra n y
un periodo de calentamiento k.

. En la seccién del ejemplo de aplicaciéon bayesiana, considere una muestra de datos dada por
X = {77 37 6? 57 37 27 O? 67 47 57 2’ 2’ 4’ 47 37 47 37 37 57 0}7

ya =4, 5= %, o = 2, 6 = 1. Implementar el algoritmo y estimar los parametros A\, 7 y m.
Comparar con los parametros reales que resultaron al hacer la simulacién de la muestra: A = 4.2729,
T = 2.9205, m = 14.

. Hacer un programa que simule y grafique el modelo de Ising en el toro Zs x Z5. Hacer que el programa
imprima la configuracion inicial, al paso 50, al paso 1000, y al paso 10,000. Qué pasa a largo plazo?
Hay una o varias configuraciones finales deterministas o converge hacia una distribucién aleatoria
estacionaria?

. Utilizar el muestreo de slice para simular una muestra proveniente de la densidad

1

f(z) = gexp(=Vz),  @>0.

a) Simular, mediante el muestreo de Slice, una coleccién de variables { X1, ..., Xx1n }, para algin
periodo de calentamiento k, y n fijo. Calcular la distribucién empirica:

. 1 &
F(t) = - Z Lix, <ty
i—1

y graficarla.

b) Probar que si X tiene la densidad f y se hace la transformaciéon Y = v/ X entonces Y ~
Gamma(3,1).

c¢) Utilizar el inciso anterior para simular una muestra de v.a. {X1, ..., X,,} con densidad f (utili-
zando el mismo n que en el primer inciso). Calcular la distribucién empirica y graficarla.

d) Comparar ambas aproximaciones con la densidad tedrica. Qué tan buenas son? Cudl es mejor?
Qué tanto difieren, alterando k y n 7
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