Chapter 1

Raices

En este cafulo, vaias €cnicas sé&n desarrolladas para encontrar soluciones aproximadas al problema
matenatico general

dada una funcién f encontrar un valor para x tal quéxf= 0.

A esax se le conoce como werode la funcén f o unaraizde la ecuadn f(x) = 0. Este problema es por
consiguiente conocido como globlema de encontrar raices

1.1 Meétodo de la Bisecdn

Las €cnica para encontarices generalmente éstdivididas en dos categorias: simple enclosure methods

y esquemas de iteraxi de punto fijo. Todos los simple enclosure methodarebasados en el Teorema

del Valor Intermedio. Estos @todos escencialmente trabajan encontrando un intervalo el cual contiene una
raiz y entonces sistematicamente se disminuye elfiardal intervalo. En esta sebqi, seé desarrollado y
analizado el desemji® del mas kasico simple enclosure method, el cual es conocido comételdu de la
biseccon.

1.1.1 Teorema del Valor Intermedio

Antes de empezar el desarrollo detodo de la bisecoh, se repazarel Teorema del Valor Intermedio.
Este teorema aparece en cualquier libro de calculo, para una dentostlaéiste, consultar un libro de
texto de calculo avanzado o&isis real.

Teorema 1 Sea f una funcién continua sobre un intervalo cerrdd] y sea ke R tal que se encuentra
entre los valores (@) y f(b). Entonces, existe€R con a< ¢ < b tal que fc) = k.

Y ¢que tiene que ver esto con el problema de encontiaes® Basicamente, el Teorema del Valor In-
termedio proporciona un @odo para identificar intervalos que contienen los ceros de funciones continuas.
Todo esto es necesario para encontrar un intervalo tal que los valores de émfendos extremos de este
intervalo sean de signo opuesto. Siempre que el valor de un punto final sea positivo y el otro nega/o, ra
se encuentran entre estos valores y al menos lGndeda funcbn es garantizada a existir en el intervalo.
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1.1.2 Metodo de la Bisec@n

Supongase que se ha utilizado el Teorema del Valor Intermedio para localizar un intervalo que contiene
un cero de una funion continua. ¢Ql es el siguiente paso? el objetivo&elisminuir el tam@o del
intervalo. Posiblemente la formaas simple y natural de llevar a cabo una redoic@n el taméo de un
intervalo es cortando el intervalo a la mitad. Una vez hecho esto, se determina cual mitad contietz unara
esto en base a la utilizaini del Teorema del Valor Intermedio y entonces se repite el proceso en esa mitad.
Esta &cnica es conocida comorektodo de la biseccion

De esta descripén basica del ratodo de la bisecon, debe ser claro que elétodo genera una sucesi
de intervalos que encierran undziaPor conveniencia de notadi, sea,, b,) el intercalo que encierra un
raiz en la nésima iteradn del nétodo. Aderas, sea@,el punto intermedio del interval@f, by]; es decir,

+b
=

Se usat a p, no Hlo como uno de los punto finales para el siguiente intervalo, sino &mndwmo
una aproximadin a la localizadn de la ré&z exactap. Si p, €s una aproximaon certera la iterabn
es terminada; en otro caso, el Teorema del Valor Intermedio es utilizado para determinar cual de los dos
subintervalosd,, pn) 0 (pn, bn) contiene lare y hacersedy, 1, bn:1). El proceso entero es entonces repetido
en este subintervalo.

1.1.3 Convergencia

¢Bajo q& condiciones la sucési de aproximaciones generada por étodo de la bisecoh convergex a
una raz de f(x) = 0? ¢Cuando la sucési converge, cal es la velocidad de convergencia? Mucha de la
informacibn necesaria para contestar estas preguntas esta contenida en el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea f una funcion continua en el intervalo cerradgb] y f(a)f(b) < 0. El método de
la biseccibn genera una sucesion de aproximacidmgs la cual converge a una raiz g (a,b) con la
propiedad
b-a

2n

[Pnh—pI <
Observaciones

1. Prestando aten@n a la conclugin de este teorema, este expone queé&tbrdp de la bisecon con-
verge aunaraiz de f, noa laraiz de f. La condicon f(a)f(b) < 0 implica signos diferentes en los
puntos finales del intervalo, lo cual garantiza la existencia de lpnaparo no la unicidad. Puede
haber n&s de una fia en el intervalo y no hay yna forma de salepriori a cual réz la suce$in
converged, pero esta convergea una de ellas.

2. Ya que|p, — p| es el error absoluto en la aproximaeip,, la expreshn en el lado derecho de la
desigualdad referida en el teorema es conocida como una 6dtzatdel error.

3. El requisito que un intervalaa] b] sea encontrado tal quiga) f (b) < 0 implica que el ratodo de la
biseccon no puede ser usado para localizacea de multiplicidad par.

Demostracbn

Ya que la cantidad — a es constante y2 — 0 cuandon — oo, estableciendo la cota del error
se@ sufieciente mostrar la convergencia de la sbcedel nétodo de la bisecon. Por construcon del
algoritmo de la bisecon y utilizando la notaéin introducida previamente, para cada < (an, b,) Y pn €S
tomado como el punto medio da,(b,). Esto implica quep, puede diferir dep por no nas que la mitad de
la longitud de &, by), es decir,

bn — ay

|pn—p|ST
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Sin embargo, por construéei

1 1 1
bnh—an = E(bn—l —@an1) = Z(bn—z —8h ) == F(bl - a).
Recordando qub; = by a; = ay combinando lasiltimas dos ecuaciones se obtiene la cota del error
b-a
Ipn—pl < on

[}

Asi, la sucedin de aproximaciones generada por étodo de la bisecon siempre esta grantizado a
converger a una fade la ecuaéin f(x) = 0. Ahora, ¢,gé tan Apido la suceéin convergea? De la cota del
error teérico, se tiene
2n
Asi, sisetomal = b-ay B, = 27" en la definicbn de la tasa de convergencia, se observa que la éncesi
generada por el gtodo de la bisecon tiene tasa de convergen€igl/2").

IPn—pl <

1.1.4 Ejemplo

Seaf(x) = x3 + 2x? — 3x — 1 una funobn continua con unafaen el intervalo (12). Utilizar el método de
la bisecobn para encontrar estaiza

Solucion:
Para la primera iteragn, se tiene queag, b;) = (1, 2) y se sabe qué&(a;) < 0y quef(b;) > 0. El punto
medio de este primer interval y la primera aproxindaca la réz exacta es

a1+b1 1+2
= =——=15
2 2

Para determinar si laiaesta contenida e, p1) = (1, 1.5) o en {1, b;) = (1.5,2), se calcula

p1

f(p1) = 2.375> 0.
Ya quef(a;) y f(p1) son de signo opuesto, el Teorema del Valor Intermedio garantiza quiz Iseran-
cuentra entr@; y p;. Para la siguiente iteram, se tiene queag, b,) = (az, p1) = (1, 1.5).
El punto medio de este nuevo intervalo y la segunda aproxémaxia ubicadn de la réz es

_ a + by _ 1+15 _
P2 = — =5 = 1.25
Se observa que

f(pp) ~ 0.328> 0,

el cual tambgn es de signo opuesto déa,). Asi, el Teorema del Valor Intermedio garantiza que iz s
encuentra entra, y p,. Para la siguiente iteram, se tiene queag, bs) = (ap, p2) = (1,1.25).

En la tercera iterabn, se calcula

az + b3 1+125
= = =112
P3 > > 5

f(ps) ~ —0.420< 0.

Asi, se observa qué&(az) y f(ps) son del mismo signo, lo cual implica que lazdebe estar entng; y bs.
Para la cuarta iteraon, se tiene queag, by) = (ps, b3) = (1.1251.25) y

_ay+by  1125+125
Psa = 5 = >

Asi, el valor dep = 1.1986912435 y el error absoluto gpes 1119x 1072,

=1.1875
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1.1.5 Ejercicios

1. Una pareje plane abrir una cuenta en el banco, en la cual ellos d@modiaero para la compra de una
casa. Ellos cuentan con uncapital inicial de $08%. Despés de examinar su presupuesto, ellos
sienten que puederdmodamente depositar una cantidad extra mensualmente 8052, Cal es
la tasa de intérs ninima, compuesta mensualmente, que la pareja debe ganar en swmyais
obtener una cantidad de $2B0 en tres A0s?

2. Verifica que cada una de las siguientes ecuaciones tieneiaremral intervalo (01). Despés utiliza
el método de la bisecén para determingp; y determina ég, bs).

a) In(1+ x) — cosx =0,

b) xX*+2x-1=0,

c) e*X—x=0y

d) cosx—x=0.

En los ejercicioc 3-6, verifica que la fuidci dada tiene un cero en el intervalo indicado. Déspu

realiza las primeras cinco iteraciones détodo de la bisecon y verifica que cada aproximaci
satisface la cota del erroréBco del nétodo de la bisecon. La rdz exacta es indicada por el valor

p.
3. Seaf(x) = X3+ x2 - 3x - 3, (1,2), p= 3.
4. Seaf(x) = sinx, (3.4), p=nm.

5. Seaf(x) = 1 - In(x), (2,3), p=e

6. Seaf(x) = x6 - 3, (1,2), p= V3

1.2 Meétodo de Newton

El método de Newton es probablemente éswonocido ratodo de punto fijo para aproximaicas de una
funcion arbitraria.

1.2.1 Metodo de Newton

Laidea lasica defus del nétodo de Newton es completamente directo. (jda aproximaadn mas reciente
a un cerop, de la funcon f. Sutituyendo af por su Inea tangente en el punto= p, y tomando la
intersecadn de la tangente con el ejecomo la siguiente aproximami, pn;1, a la rdz. Ya que lainea
tangente en el punto= p, esta dada por

y- f(pn) = f/(pn)(X— pn),

la expresbn explcita parapn,1 €s
f(pn)

f(pn)”
Estalltima ecuadn proporciona la definién de la fundbn iterativa del retodo de Newton.

Pn+1 = Pn —

Definicion 1 El método de Newton es el esquema iterativo de punto fijo basado en la funcion iterativa

f(X) .
K

9(¥) = x

es decir, que empezando de una aproxiamcion inigialgosucesior{p,} es generada viap= g(pn-1).
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1.2.2 Analisis de convergencia

Haciendo un aalisis nmas formal en las propiedades de convergencia étbdo de Newton, en un intento
de cuantificar la dependencia en la eléoailepy. La forma nés simple de alisis es aplicar el teorema de
convergencia general delaéiwdo de punto fijo. Para hacer esto, se debe mostrar que existe un intervalo,
el cual contiene a la fap, para el cual

1. g es continua en el intervalg
2. gmapead enly

.19 <k<1Vxel.

dondeg es la funcbn iterativa del rdtodo de Newton. Si las tres condiciones pueden ser establecidas,
entonces por el teorema de convergencia general gglduo de punto fijo, se puede concluir que étado
de Newton convergérpara alguna aproximaigi pg € |.

Teorema 3 Sea fe C? en el intervald[a, b] con pe (a,b) y f(p) = 0. Ademas supbngase qué ) # O.
Entoncesd 6 > Otal que para cualquier pe | = [p-6, p+ 4], la sucesiorip,} generada por el método de
Newton converge a p.

Demostracbn

fillo

1.2.3 Meétodo de Newton con réces de multiplicidad> 1

El tema final que se discudiren lo que se refiere a elatwdo de Newton es la interpretasidel método
cuandof’(p) = 0. Sif(p) = f'(p) = 0, entonced debe tener un cero de multiplicidad> 2 enx = p.
Esto implica quef puede ser escrita de la forma

f(x) = (x= p)™a(x),

donde lim,p g(x) # 0. Sustituyendo esta exprésiparaf en la funcon iterativa del retodo de Newton

_. fx
909 =X~ 505
se tiene que
. (x-pa®
09 =X a9 + ma)
y

[m(m - 1)g(x) + 2m(x — p)d'(X) + (x— P)*q”(x)14(¥)
[(x= p)ar (¥) + mo(x)]? '

Por tantog(p) = p perog’(p) = 1- 1/mel cual es distinto de cero para cualquiéz @de multiplicidad ras
grante de que uno. Por consiguiente, étodo de newton proporcionale convergencia lineal paraicas
de multiplicidad mayor que uno. Ya que el error asintoticé elstdo poy'(p) la tasa de convergencia en
este caso para el@todo de Newton sariO((1 — 1/m)"). Nbtese que para unaizade multiplicidad mayor
gue dos, esta tasa de convergencia as lenta que la del @iodo de la bisecon.

g(x =
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1.2.4 Ejercicios

1. Cada una de las siguientes ecuaciones tiene umaerael intervalo (p1). Utilizar el método de
Newton para determingy, es decir la cuatra aproximéci a la réz exacta.
a) In(1+ x) —cosx =0,
b) x*+2x-1=0,
c) eX—x=0y
d) cosx—x=0.
En los ejercicios 2-5, una ecuéni, un intervalo en el cual la ecuéaitiene una rfia y el valor exacto
de la raz son especificados.
e Realiza cinco iteraciones delatodo de Newton.
e Paran > 1 comparapn — Pn-1/ con{pn-1— Py [pn — PI.
e Paran > 1 compara el cocient]%M y muestra que este valor aproxirﬁ%@'.

-1-PP @)
2. Seaf(x) = X3+ x* — 3x - 3, (1,2), p= V3.
3. Seaf(x) = x’ - 3, (1,2), p= V3.
4. Seaf(x) = x3 - 13, (2,3), p= Vi3
5. Seaf(x) = x* - 37, (0.01,0.1), p=1/37.

1.3 Meétodo de la Secante

El método de Newton es unaédnica extremadamente fuerte. Con un “buen” punto inicial, la sitesi
generada por el gtodo de Newton converge mugpido (de hecho cuadraticamente). Sin embargo, el
método de Newton requiere de la evaliacie fos funciones en cada itei@tj a saber la funén y su
derivada. En esta seéti, se desarrolla un&ctnica conocida como ehétodo de la secantel cual trata
ambos de estos aspectos negativos asociados cat@londe Newton.

1.3.1 Metodo de la Secante

El método de la secante puede en realidad ser visto como una gareire el retodo de posiéin falsa

y el método de Newton. Como en elatodo de posiéin falsa, el ltodo de la secante calcula la siguiente
aproximaobn, pn;1 como la intersecéin con el ejex de unainea que pasa a tras de los puntos en la
grafica def. Las caractésticas distintas del &todo de la secante son las siguientes:

e no se hace ninguna tentativa de mantener un intervalo que contengéza la ra

¢ la linea de la cuap,,; es calculada se para por los puntos asociados con las aproximapjones

Pn-1-
La ecuacbn de estaihea es (p) — £( )
Y- f(p) = o= Pty
Pn = Pn-1
ad, pn+1 €st dado por
Pn = Pn-1

Pt = P = F0) 0 ) (o)

Definicion 2 El método de la secante es una técnica para encontrar raices basada en la relacion recurrente

_ Pi=Pra
f(pn) - f(pn—l)

De esta definidin, es claro que el &todo de la secante no requiere de la derivadf de

Pn+1 = Pn— F(pn) (1.1)
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1.3.2 Orden de convergencia

Para dterminar el orden de convergencia paragtbao de la secante, se necesita deducir la correspondiente
ecuacbn de evoludn del error. el primer paso es sustraer la verdadé&apade ambos lados de lafmula
recursiva pargn.1, obteniendo

_Pn=Pn1
f(pn) - f(pn—l).

Los pasos restantes son ca&rntcos a los usados para deducir la ecadie evoludn del error para el
método de posiéin falsa. A, el resultado final es

Prs1— P=Ppn—P— F(pn)

f”(p)
2f7(p) + f(P)(Pn + Pn-1— 2P)

Pns1 = P~ (Pn— P)(Pn-1 = P)

Comopy Y pr-1 @aproximan &, el termino en el denominador involucra la segunda derivada la cual puede
ser reducido y el@rmino importante es el error ésiado por

f(p)
€ns1l ~ Clenllen-al, dondeC 27 ()’ (1.2)
Ahora, imagnese que el gtodo de la secantees de orderon error asirtitico constantd: es decir, errores
sucesivos estan relacionados pordenfula asinbticale,,;1| ~ 1le,|*. Esta real@n puede se escrita como
lenl ~ Alen-1l%, la cual cuando se resuelve paeai|, se obtiende, 1| ~ A7Y/?|e,|**. Sustituyendo para
lent1] Y len-1] €n (1.2) se obtiene
Alen|” ~ Clen ™ eyl (1.3)

Igualando las potencias ¢m| en (1.3), se sigue quedebe satisfacer la ecuaaialgebraicar = 1 + 1/a.
La Gnica raz positiva de esta ecudti ese = (1 + V5)/2. Ad, el método de la secante es de orden
(1+ V5)/2 ~ 1.618. Adenas, igualando los coeficientes |@g se obtiene

el f"(p))”‘l
1= = (30)

1.3.3 Ejemplo

Considere la funéin f(x) = x3 + 2x? — 3x — 1, la cual tiene unénica raz en el intervalo (12). Tomando a
Po =2y p: =1, el metodo de la secante produce

P1— Po 1-2
=p-f(p) e v =1-(-1)—— =1L
o I 1 B -
Conp; =1y pz = 1.1, la siguiente aproxima@n es
P2 — P1 11-1
=p,—f —F—F =11-(-0549 =1.2217.
Pa = P2 = 1P ) (o) ( —0549- (-1)
Las siguientes cuatro iteraciones producen
Pa = ps— f(pa) e P2 = 11964853266
f(ps) - f(p2)
Ps = pa— f(pa)—t— P2 - 11986453684
f(pa) — T(pa)
_ Ps—Ps
Ps = ps — f(ps) =1.1986913364

f(ps) - f(pa)
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Ps — Ps
f(ps) — (ps)

La aproximaabn p; es correcta en losigitos mostrados y tiene un error absoluto de aproximadamente
3.907x 1072,

Ahora, el error absoluto ipy y p; y las aproximaciones por elétodo de la secante son listadas en la
siguiente tabla. Tambn se lista el cociente|/|e,-1|*618.

p7 = Ps — T(Ps) =1.1986912435

Error absolutole,|  |enl/|en-1|%18
80130876x 1071

19896124x 1071 0.28434
0.8691244x 1072 1.34842
2.3038247x 1072 0.97658
22059169x 1073 0.98434
45875100x 10°° 0.91128
0.2909772x 1078 0.97192
39070969 10712 0.93225

~NoO O h~AWNELODS

Notese que el cociente,|/|e,-1|18 se aproxima a una constante, de ese modo provando numericamente
gue el orden de convergencia de la sumesise = 1.618. Adenas, el cociente del error parece aproximar

a
( f(p)

21(p)

confirmando que la constante del error asticb para el ratodo de la secante as= (f”(p)/2f’(p))* .

0618
) ~ 0.94759

1.3.4 Ejercicios

1. Cada una de las siguientes ecuaciones tiene una&neel intervalo (01). Utilizar el método de la
secante para determinpd, es decir la cuatra aproximaci a la réz exacta.
a) In(1+ x) —cosx =0,
b) xX*+2x-1=0,
c) e*—x=0y
d) cosx—x=0.

2. Muestra que la ecuam del neétodo de la secante puede ser escrita como

Pret = f(PnPn-1 — F(Pn-1)Pn
" f(pn) = f(pn-1)

En los ejercicios 3-6, una ecuéaqi, un intervalo en el cual la ecuéaitiene una iz y el valor exacto
de la raz son especificados.

e Realiza siete iteraciones deEtodo de la secante.
e Paran > 2 compardpn — pPn-1l cON|pn-1 — Pl Yy [pn — Pl.

” 0.618
e Paran > 2 compara el couentﬁ%i y muestra que este valor aproxim; ((’:)))' .

3. Seaf(x) = x>+ x> — 3x - 3, (1,2), p= V3.
4. Seaf(x) = x’ - 3, 1,2), p= 3.
5. Seaf(x) = x® — 13, (2,3), p= V13.

6. Seaf(x) = x1 - 37, (0.01,0.1), p=1/37.
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Interpolacion

Dado un conjunto de puntosg;(f)) parai = 0,1, 2,...,n, donde losx son valores distintos de la variable
independiente y la$ son los valores correspondientes de alguna &méj es decir, aproximaciones de
los valores def en algunos valores deno listados entre log o determinan una fungh g que en algun
sentido aproxima los datos.

Los datos del problema pueden taébiincluir valores de las derivadas adede los valores de la
funcion. En algunos casos, los datos del problemarsespecificados como la fubai f en § misma, en
vez de como un conjunto discreto de puntos de dicm def. En estos casos, se busca una fang que
es menos costosa de evaluay ynas fcil de manipular.

El problema mate#tico indicado arriba en realidad da origen a dos difereiteas de estudianter-
polaciony aproximacion En la interpoladn, la funcon g determinada requiriendo que el error en cada
puntox; sea igual a cero, es decir, cumpliendo las condicigfg$ = f para cada = 0,1,2,...,n. Asi,
la interpolacbn trata al error en una forma un tanto local. La aproxi@agcpor otro lado, trata al error de
una manera @s global, requiriendo de alguna medida de error, tal como que la suma de los cuadrados de
las difeencias entrg(x;) y fi se minimizada.

Hay diferentes tipos de interpoléci, dependiendo en la clase de funciones de lagealseleccionada.
Las €cnicas ras comunes de interpoléci son

1. Interpolacdn polinomial

2. Interpolacon polinomialpiecewisgspline)
3. Interpolacon racional

4. Interpolacon trigononétrica

5. Interpolacdn exponencial

El objetivo de esre cafulo sea desarrollar lastnicas de interpola@n polinomial y polinomial piece-
wise. Existen tres principales razones para en estasdas de interpola@n. La primera, el polinomio

Pn(X) = @p + @y X + apX2 + - - - + apX"

puede ser evaluado muy facilmente usando el algoritmo debdidmetica. Segundo, las derivadas e
integrales de polinomios son faciles de calcular y estas siguen siendo polinomios. Tercero, los polinomios
satisfacen propiedades importantes como la propiedad de aprodmaniforme. Esto es expresado por el
siguiente teorema debido a Weierstrass, una demadstraeipuede encontrar €p.[

Teorema 4 (Teorema de aproximad@n de Weierstrass) Sea f una funcion continua en el intervalo cer-
rado[a, b]. Dada cualquiek > 0, existe un polinomio P tal que

[If = plle = max|f(x) — p(X)| < e.
xe[ab]
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Este polinomio de interpladh no es ras que el polinomio de Taylor:

()
100~ o9 = Y. 0

n
k=0

Este es un polinomio de interpolaaien el sentido de que iguala los valores de la fumgilas primeras
n derivadas en la ubicam x = Xp. Ya que este polinomio un como de inform@atilocal a cerca de la
funcion f, este es bueno para hacer aproximaciones locales. El error asociado con el polinomio de Taylor
esta dado por
f(n+l)(C)
(n+1)!

Ra(X) = (x— %)™,

dondec esta entrexy xo. Asl, el error esta acotado por

1
(n+1) |X - X0|n+
max| f (x)|—(n+ e

Se observa que esta cota puede ser grande de dos diferentes formas] f8I'#¥ag| es grande o sk
esta muy lejos deg.

2.1 Laforma de Lagrange del polinomio de interpolacdn

Seanxg, X1, X, . . ., Xn (N + 1) distintos puntos (aunque no necesariamente espaciados uniformemente) a lo
largo de larectareal y sefa(i = 0,1,2,...,n) el valor de la fundn asociado con el puntg. Los X

pueden ser referidos como abcisas, nodos o puntos de intefpplAsi, se desea buscar un polinontg,

de grado a lo rasn que satisfac®,(x;) = fi paracada=0,1,2,...,n.

2.1.1 Interpolacion lineal

Se inicia con el caso as simple que es la interpolaai lineal. Los datos en este caso consisten de dos
nodos X Y X; Y sus correspondientdgy f;. El objetivo es encontrar un polinomio line&4(x) = ap + a; X
tal que

P1(X0) = a0 + a1Xo = fo

Pi(x1) = ag + a1xy = fy.

La solucbn de esas condiciones de interpoeces

fl—fo _ leO_XOfl

a] =
% X1 — %o

tal que
X —_ -
_xfo Xof1+ fy fox.
X1 — Xo X1 — Xo

La fornula pareP;(x) puede ser agrupada de la siguiente forma

X=X . X=X

P1(x) =
l() XO_Xlo X1 — Xo

f1.

Claramente, se identifica y distingue la dependencia del polinomio de intefpokatios valores de la
funcion f de la dependencia en los puntos de interpolaci
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2.1.2 Interpolacion para grados superiores

Si mas de dos datos son disponibles, un polinomio de interfiate grado superior puede ser construido.
Suponga qua + 1 datos son disponibles. Cada dato se traduce en una domdieiinterpoladn, por
consiguiente, con + 1 puntos, halirn + 1 condiciones de interpoldmi, las cuales permiin determinar
losn+1 coeficientes del polinomio de interpolaci Ya que un polinomio de graddienen+1 coeficientes
se sigue que los + 1 datos pueden determinar a un polinomio de grado aalsmn

Para determinar este polinomio de grado a &sm se podran aplicar las condiciones de interpotati
para producir un sistema lineal de ecuaciones para los coeficientes del polinomio. Una &sreficrante
para obtener el polinomio de interpolanipuede ser encontrada observand@ianfila dada para el poli-
nomio de interpolaéin lineal. En particular, observando la estructura de los coeficientes de los valores de
las funciones.

X=X X —
Py(X) = L fo+ X fy.
Xo — X1 X1— Xo
N—— N——
polinomio de polinomio de
grado uno grado uno
X = Xp,valor=1 X = Xp,valor=0
X = Xp,valor=0 X = Xg,valor=1

Se observa que esos coeficientes son polinomios del mismo grado como el polinomio de inéerpolaci
total. Adends el coeficiente dé vale 1 enx = xg, €l punto de interpoladhn asociado con el valor de la
funcion fy y vale cero en el otro punto. Un similar resultado vale para el coeficienfg d# valor es 1
en el punto asociado cofi, pero es cero en el otro punto. Esos coeficientes polinomiales son llamados
polinomios de Lagrangg son denotados por

X — X X—
L y LX) = X

Lio(X) = .
1.0(X) X X1 — Xo

El primer sulindice indica el grado del polinomio, mientras que el segundo indica el punto de interpo-
lacion asociado. Con esta notarj P; puede ser expresado de una forma muy compacta como

1
P1() = L1o()fo + L1a()f1 = D Lai(0f.
i=0

La simplicidad de esta representatisugiere la obtengn de polinomios de interpolam de orden su-
perior pero generalizando la néai de un polinomio de Lagrange.

Definicion 3 El Polinomio de Lagrange 1;(x) es un polinomio de grado ny esta asociado con el punto de
interpolacion x en el sentido

1 si Q=]
L“’i(x):{o, si Q%]

Con esta familia de funciones, es directo demostrar que
n

Pa(¥) = > Lai(0 i,
i=0

interpola los datosxj, f;) paraj =0,1,2,...,n. Para cadx;

Pn(Xj) = in:o Ln,i(xj) fi
1L si i=j
0, si i#]j

= 0-fo+---4+0-fj1+1-fj+0-fjus+---+0- 1,4
fj.
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Ya quePn(X) = Y, Lni(X)fi esta basado en los polinomios de Lagrariees conocido como el Poli-
nomio de Interpolaéin de la Forma de Lagrange.

La pieza final necesaria para la constroocdel polinomio de interpolagn de la forma de Lagrange
es obtener unadfmula explicita pard., ;. Afortunadamente, esa puede ser determinada aplicando direc-
tamente la condién enunciada en la defin@m. Ya quelL,; es un polinomio de grado con n raices
localizadas ex = x; (i # ]), se sigue qué,; debe ser de la forma

C(X = Xo)(X = Xg) -+ (X = Xj—1)(X = Xj41) - - - (X = Xn),

para alguna constante La condicon final de la definidén es quéd., ; = 1, la cual determina el valor de

1
= (X5 = %) (Xj = X1) -+ (X = Xj-1)(Xj = Xjs1) -+ (Xj = %n)”
Por lo tanto,
L. (X = X0)(X = X1) - - - (X = Xj1)(X = Xj41) - - - (X = Xn)
") (Xj = X0)(Xj = X1) - - - (Xj = Xj—1)(Xj = Xj11) =+ (Xj = Xn)
_ X=X
- Xj— X ’

i=0, i#]

2.1.3 Unicidada del polinomio de interpolacbn

El siguiente teorema muestra que dadas1 puntos de interpolagn distintos y los valores de la furgei
correspondientes, existéle un polinomio de grado a lo @&sn el cual interpola los datos. Este polinomio

puede desde luego ser escrito en diferentes formas, cada una teniendo sus ventajas y desventajas, pero todas
ellas representan exactamente la misma famci

Teorema 5 Si %, X1, X2, . . ., X, SON N+ 1 puntos distintos y f esta definida e x;, X, ..., X,, €entonces
existe un Gnico polinomio, P, de grado a lo méas n tal que P interpola f; es decir,

P(x) = £(x),
paracadai=0,1,2,...,n. Asi, P es llamado el POLINOMIO DE INTERPOLAIN.

Demostracbn
Existencia
Ya que los puntoSy, X1, X2, . . . , Xn SON distintos, el polinomio

mm=immm
i=0

interpola los datos este es precisamente el polinomio de interpoldei Lagrange. Asla existencia ha
sido establecida.

Unicidad

Esta parte de la demostbai sea por contradicén. Suponga qu@ y Q son dos polinomios distintos
de grado a lo rasn los cuales interpolan & en losn + 1 distintos puntog, X1, X2, . .., Xo. Considere la
funcibn h(x) = P(X) — Q(x). Ya quePy Q son polinomios de grado a loaan, h es tamb&n un polinomio
de grado a lo rasn. Ademas, ya quéP y Q interpolan los mismos datos, se sigue que

h(x) = P(x) - Q(x) = fi — f = 0,

para cada = 0,1,2,...,n. Por consiguientd) es un polinomio de grado a loaan conn + 1 raices. El
Teorema Fundamental del Algebra garantiza quiniaa forma que eso pueda pasar €s(g) = 0. Esto
implica queP = Q, lo cual contradice la suposfmi. Ad, el polinomio de interpoladn eslnico. |
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2.1.4 Error de interpolacion

Uno de los principales beneficios del teorema de unicidad es que este permite un@mligensral del
error de interpolaéin. Debido a las diversas formas del polinomio de interpétasion élo diferentes
formas de escribir la misma fur@mi, el error de interpolagn no depende en la forma seleccionada para el
polinomio de interpolaéin y no hay necesidad de tratar cada caso por separado.

Teorema 6 Si X, X1, X2, . . ., Xn SON N+ 1 puntos distintos efig, b] y f es continua efia, b] y tiene n+ 1
derivadas continuas efa, b) entonces para cada«[a, b] existe uré(x) € [a, b] tal que

‘ _p f(n+1)(§)
(%) =P(x) + m(X— X0)(X = X )(X = X2) - -+ (X = Xn),

donde P es el polinomio de interpolacion.

Demostracbn

2.1.5 \Ventajasy desventajas de la Forma de Lagrange

Una de las ventajas del polinomio de interpalecte la forma de Lagrange es la simplicidad de su de-
duccbn. Ya que la forma de Lagrange aisla la dependencia del polinomio de integpodacios valores de

la funcidn, esta forma es util cuando los puntos de interpbtason fijos, pero los valores de la futgicor-
respondiente estan cambiando frecuentemente. La principal ventaja de la forma de Lagrange, no obstante,
es su valor térico. Por otro lado, si @s datos son disponibles, el trabajo realizado para generar la forma

de Lagrange original no puede ser utilizada para calcular un polinomio de grado mayor. El proceso debe
comenzarse desde el principio. Finalmente, el polinomio de interpolae la forma de Lagrange es muy
€engorroso para operaciones comunes de polinomios tal como evaluaciones, diféyemrciatagradn.

2.1.6 Ejercicios
1. Seaxpg=-1,x1=1yx, =2.
(a) Determina lasGrmulas para los polinomios de Lagrange(x), L21(X) y L22(X) asociados con

los puntos de interpolain dados.
(b) Graficalo(X), L21(X) y L22(X) sobre el intervalo+1, 2].
2. Seaxg=-3,x1=0,x =€y xg=rm.
(a) Determina lasérmulas para los polinomios de Lagrarigg(x), L31(X), L32(X) ¥ La3(X) asoci-
ados con los puntos de interpolagidados.
(b) GraficalLzo(X), L31(X), L32(X) y L33(X) sobre el intervalo{3, x].
3. Seaxp =0.0,x; =1.6,%; =3.8,x3 =4.5,%4 =6.3,%5 =9.2 y X =10.0
(a) Determina lasGrmulas para los polinomios de Lagrangg(x), Ls2(X) Y Les(X) asociados con
los puntos de interpolain dados.
(b) Graficalgo(X), Le2(X) ¥ Les(X) sobre el intervalo [010].
4. Considera la funéin f(x) = In(X).
(a) Construye el polinomio de interpola@ci de la forma de Lagrange pafgpasando por los puntos
(1,In1), (2,In2) y (3,In3).

(b) Grafica el polinomio obtenido en (a) junto cdix) = Inx sobre el intervalo [13]. Despis
genera una grafica de la diferencia entre el polinomio de integuiacf (x) = In(x).

(c) Usa el polinomio obtenido en la parte (a) para estimar In(1.5) y In(2.4)algStel error en cada
aproximacdbn?
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< X
Ul
P

5. Considera los siguientes datos

(a) Mostrar que ambos polinomidgx) = x* + 2x2 - 3x+ 1y g(x) = 2x* + 33+ ©x2 - LUx+ 1
interpolan a todos los datos.

(b) ¢Por gé esto no contradice la parte de la unicidad del Teorema de existencia y unicidad del
polinomio de interpolaé&in?

6. Seaf unafuncon continua con primeray segunda derivadas continuas en el intexyatg][ Deduce
la siguiente cota para el error debida a la interpéladineal def:

£ = PLO)l < 22 max [f" ()l
8  xe[xoxl

dondeh = x; — Xo.

7. El siguiente conjunto de datos fue tomado de un polinomio de grado adocimco. Encuentra el
polinomio.

x 2 -1 0 1 2 3
y 39 3 -1 -3 9 -1

8. Considera los siguientes datos Determina el polinomio de interpolatg grado a lo @s ocho el

x 0 125 185 240 3.05 3.64 425 485 545
y 0 4 6 8 10 12 14 16 18

cual interpola los datos anteriores. Sobre que intervaldogvalores aproximados geson buenos?
Explica.

9.
10.

2.2 Laforma de Newton del polinomio de interpolacbn

2.2.1 Forma de Newton del polinomio de interpolaén
2.2.2 Diferencias divididas

2.2.3 Error de interpolacion
2.3 Interpolacion lineal piecewise

2.3.1 Lainterpolacion lineal piecewise

2.3.2 Error en la interpolacion lineal piecewise
2.4 Interpolacion splineclbico

2.4.1 Lainterpolacion spline dibico

Seaf una funcon definida en el intervala[ b] y sean

A=X <X <X < <Xp1<X=b
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n+ 1 puntos distintos en los cualéss interpolada. Recordemos guelivide a fa, b] en n subintervalos,
referidos estos como una partinide p, b].

Definicion 4 Una interpolacion spline cubica de f relativa a la particion
A=X <X <X < <Xp1<X=b
es una funcién s que satisface las siguientes condiciones:

(1) en cada subintervalpx;, xj.1], j =0,1,2,...,n— 1, s coincide con el polinomio clbico
s(X) = sj(X) = & + bj(x = X;) + ¢j(x = x;)? + dj(x = x})%;

(2) sinterpolaa f en ¥ X1, X2, ..., Xn;
(3) s escontinua efg, b];

(4) S es continua elpa, b;

(5) s’ es continua effia, by;

Aun que esta definion aclara las caractsticas importantes de un splinghico, esta no proporciona
suficiente informadin para determinar completamente la fmcile interpoladn. La funcbn s esta com-
puesta de polinomios éibicos diferentes, cada uno con cuatro coeficienteguashay un total derincog-
nitas. La interpoladn den + 1 ecuaciones. Por la continuidad del spline y sus primeras dos derivadas pro-
porcionan 3f—1) ecuaciones. La definimn de un splineigbico por consiguiente da+1+3(n—-1) = 4n-2
ecuaciones. Para determinar completamente ladurdg interpoladin, dos ecuacionesas tienen que ser
especificadas.

Mas adelante, se dicudin dos diferentes tipos de restricciones adicionales o condiciones de frontera: las
condiciones de frontenaot-a-knoty clamped

Afortunadamente, incluso desgide haber especificadé@mde dos ecuaciones, el sistema completo de
4n ecuaciones conrincognitas puede ser resuelto facilmente. Para observar como hacer esto, s@escribir
las ecuaciones como se planteaen la definidn.

Condicbn de interpoladin:

Sj(Xj)zajzf(Xj), j=0,1,2,...,n

Continuidad del spline:
a,-+1=aj+b,-h,-+cjhjz+djh?, j=O,1,2,...,n—2

Continuidad de la primera derivada del spline:

bj.1 = bj + 2¢jh; + 3djh?, j=0,12,...,n-2

Continuidad de la segunda derivada del spline:

Cj+1=Cj+3djhj, j=0,1,2,...,n—2

Para simplificar las ecuaciones, se ha defiide- xj.; — X;. Se observa que se esta usando el hecho
quea, = f(xy) = f(b) la cual es una lijera exterisi a la notadn introducida en la definion de una
interpolacon spline dibica.

Las condiciones de interpold@ti directamente proporcionan los valores dedlasad se puede obtener
una cuarta parte de las incognitas. Dé&spuhay que resolver la ecuaside la continuidad de la segunda
derivada del spline paw:

_ CGir1 =G

3hj (2.1)

d;
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Sustituyendo esta exprésien las ecuaciones de la continuidad del spline y de la continuidad de la primera
derivada se obtiene

1—C;j

C.
Ajr1 = aj+bjhj+CJ‘h12+—J+3 hJ2

(2.2)

Cj+1 + 2C;

= aj+bjhj+—1+13 Jh]-2
y
bj+1 = bj + Zthj + (Cj+1 — Cj)hj

(2.3)

= bj + (Cj+1 + Cj)hj.

Finalmente, resolviendo la ecuani2.2 para;:

bj _ dj+1 — Qi B ZCJ' + Cj+1 . (2.4)

h 3 o

y sustituyendo este resultado en la ecoad.3. Despés de realizar algunas manipulaciones algiehs y
moviendo los suimdices urindice abajo, se obtiene

3 3
hj—lcj—l + Z(hj_]_ + hj)Cj + hjcj+1 = H(ajﬂ - aj) - h_—l(aj - aj_]_). (2.5)
J 1=

Esta ecuadin vale parg =,1,3,...,n—1y forma la lase para un sistema tridiagonal de ecuaciones para
determinar lag;. Las ecuaciones pafja= 0y j = n dependen en el tipo de condiciones de frontera que
sean aplicados.

Apesar de la elecon de las condiciones de frontera, el calulo de los coeficientes de una intepolaci
spline dibico es un proceso en dos estapas. Primero, resolver el sistema lineal pardJiza vez hecho
esto, la ecuabin 2.1 es usada para calcularday la ecuaddn 2.4 es usada para calculartgasRecordando
que lasaj estin dadas por los valores de las funtif (x;). La evaluaddn de una interpolaoi spline €ibico,
como cualquier funéin piecewise, tambn es un proceso de dos pasos. Basado en el valor de la variable,
el independiente, la parte del polinomio la cual necesita ser evaluada debe primero ser determinada. Una
vez que la parte del polinomio a sido seleccionada, el valor de la interpolani el valor de la variable
independiente dada puede ser calculada.

2.4.2 Not-a-Knot boundary conditions

Cuando no hay #@&s informaaddbn mas que el valor dd en cada punto de interpolaci, es recomendado
aplicar las condiciones de frontamat-a-knot Estas condiciones requieren gsié sea continua er = x;
Y X = X,-1. En €rminos de los coeficientes del spline, esto se traduce a

dO = dl y dn—2 = dn—l'
Usando 2.1y reagrupanderininos, estas ecuaciones pueden ser expresadasrends de las; como
h1co — (ho — h1)c + hocz = 0 (2.6)

hn-1Cn-2 — (Mn-2 + hn_1)Ch-1 + hn2C, = 0 (2.7)

Desafortunadamente las ecuaciones 2.6 y 2.7 no preservan la estructura tridiagonal de 2.5. E8tg situaci
sin embargo, puede ser solucionada como sigue. Resolver la@t2a@iparay y la ecuadn 2.7 para,.
Esto da

3 ho ho
Co = (1+ hl)C1 - hlcz (2.8)
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Ch=— s Ch_2 + (1 + hnl) Ch-1. (29)
hn—2 hn—2
Ahora, sutituyenda de 2.8 en 2.5, parp= 1 y agrupandoérminos se obtiene
hg hs 3 3
3ho+2h+ =[ci+|hi— —=|co= —(ax—a1) - — (a1 — ap). (2.10)
hl hl h]_ I"|O

Procediendo en una forma similar con la exggegarac, de 2.9 sustituyendo en 2.5 pgra 1 se tiene

h2 h2

ho1 h-1 _ 3 3

hh2 = == |Ch2+ |31+ 22+ 7= [Ch1 = — (8 — @n-1) — —(@n-1 — 8n-2). (2.11)
hn—2 hn—2 hn—l hn—2

La ecuaddn 2.5 pargj = 2,3,4,...,n— 2, junto con las ecuaciones 2.10 y 2.11 constituyen un sistema
tridiagonal completara los coeficienteey, ¢, Cs, ..., Ch-1. Ya que caddn; es positiva por definién, la
matriz de coeficientes para este sistema lineal es diagonal estrictamente dominiaetdstéssiempre una
Unica soluddn para lag;.

2.4.3 Clamped boundary conditions

Si los valoresf’(a) y f’(b) son conocidos, entonces es mejor alpicar la coadide fronteralamped es
decir,s'(a) = f’(a) y s(b) = f’(b). Empezando com = a se encuentrd’(a) = s'(a) = s,(a) = bp. La
ecuacbn (2.4) conj = 0 permite escribir esas condiciones émiinos de las;:

ag—-a 20+C

7@ = =5, 3

ho

3
2hocy + hgey = h—o(al —ag) — 3f'(a). (2.12)

Enx = Db, f'(b) = s(b) = s,(b) = b,. Usando la ecuadh (2.3) para expresdr, en €rminos de
bn_1,Ch_1 Y Cn, S€ Sigue por la ecudni (2.4) que se puede re-escribina; en €rminos dea,_1,an, Ch_1 Y
Cn, obteniendo la ecuamn

3

hn-1Cn-1 + 2hn_1Cn = 37 (b) - oy
N

(@ — an-1). (2.13)

Combinando la ecuain (2.5) parg = 1,2,3,...,n—1 con las ecuaciones (2.12) y (2.13) proporcionan
un sistema lineal tridiagonal completo para determinacjasComo con la condiéin de frontera not-a-
knot, la matriz de coeficientes asociados con la coadide frontera clamped es diagonal estrictamente
dominante; ds esto garantiza una solaei Gnica para las;.

2.4.4 Error en la interpolacion spline dibico
2.4.5 Ejercicios

Para los ejercicios del 1-3, usar los valores siguientes para la tempéralaeson py la densidag, de
la atnbsfera estndar en fund@n de la altitud. Estos datos fueron tomados de la Tabla A.6 en Frank White,
Fluid Mechanics

2(m) 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

T(K)  288.16 284.91 281.66 278.41 27516 271.91 268.66

p(Pa)  101.350 95.480 89.889 84.565 79.500 74.684 70.107
pkg/mf) 12255 1.1677 1.1120 1.0583 1.0067 0.9570 0.9092
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. Usando la interpoladhn spline €ibico not-a-knot, estimar la temperatura de laGgfara estndar a

una altitud dez = 800m, z = 1600m, z = 2350my z = 2790m. ¢ A qLé altitud la temperatura de la
atmbsfera es de 273K?

. Usando la interpoladn spline ébico con not-a-knot, estimar la préside la atrsfera estndar a

una altitud dez = 800m, z= 1600m, z= 2350my z = 2790m.

. Usando la interpoladn spline dibico con not-a-knot, estimar la densidad de lacafera esindar a

una altitud dez = 800m, z = 1600m, z = 2350my z = 2790m. (A qié altitud la densidad de la
atmbsfera es de 1.1000n/me?

. Considera los siguientes datos:

X 0.0 0.5 1.0 15 2.0
y 0.500000 1.425639 2.640859 4.009155 5.305472
y 1.500000 2.305472

(a) Construye el splineithico not-a-knot para estos datos.
(b) Construye el spline clamped para estos datos.

(c) Los datos para este problema fueron tomados de ladinyck (x + 1)> — 0.5e*. Grafica el error
de cada uno de los splines de la partes (a) y (b) comoGombex. ¢Cual spline produce el
mejor resultado?



