Unidad 4. Espacios Vectoriales 4.3 Subespacios

Subespacios Vectoriales

Sea V un espacio vectorial y considérese un subconjunto W de V (es decir, el conjunto W es tal que todo
elemento de W es elemento de V). W hereda de manera natural, las operaciones de espacio vectorial que
estaban definidas en V. Se tiene asi, un conjunto W en donde existen operaciones de suma y producto
por escalares, {Es W un espacio vectorial?

Ejemplo Sea V el espacio vectorial R? formado por aquellos vectores (z,y) que tiene su segunda coor-
denada positiva (geométricamente W corresponde al semiplano superior del plano XY). Es decir,

W= {(z,y) eR® | z,y € R, x>0}
En este caso las operaciones definidas en W son las que estan definidas en R2, es decir

(w1,91) + (22,92) = (z1 + T2, Y1 + Y2)
Mz y) = (Az, Ay), AER

Si consideramos el escalar A < 0 el vector A\(x,y) = (Az, Ay) no pertenece a W, pues siendo y > 0,
se tendria Ay < 0. En consecuencia el subconjunto W de V no es un espacio vectorial.

Ejemplo Consideremos el subconjunto W de R? dado por
W ={(z,y) eR® | 2,y € R, y = 2z}

En este caso se puede comprobar que W si es un espacio vectorial con las operaciones usuales de
R2

1. 0 € W pues (0,0) es tal que y =0 =2(0) =2z
2. Si (x1,91), (x2,y2) € W entonces y; = 221 ¥ y2 = 222 por lo que
(z1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 + y2)

de manera que
2(x1 +x2) =221 + 222 = Y1 + 2

por lo tanto (z1 + z2,y1 +y2) € W
3. Para A € R y(z1,y1) € R se tiene
AMz1,y1) = (Az1, Ay1)

de manera que
)\yl = )\2.’,13‘1 = 2)\1‘1

por lo tanto A(z1,y1) € W
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Teorema 1. Sea V un espacio vectorialy W un subconjunto de V. Entonces, W es un subespacio de V
si y solo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

(a) 0 e W

(b) z+yeW siempre quex e W yy e W

(c) ax € W siempre que a € R yx € W.

Demostracion. Si W es un subespacio de V, entonces W es un espacio vectorial bajo las operaciones de
suma y multiplicacién por escalares definidas en V. Se cumplen entonces (b) y (c), y existe 0’ € W tal
que z+ 0 =1z V x € W. Péro tambien z + 0 = z y por tanto 0’ = 0 en consecuencia se satisface (a).
Reciprocamente si se satisfacen las condiciones (a), (b) y (c), y por ser subconjunto de V se satisfacen las
propiedades conmutativa, asociativa, distributiva tanto para la suma como para el producto por escalar,
falta ver la propiedad del inverso aditivo.

Si x € W, entonces (—1)z € W por (c), y —x = (—1)z. De aqui que W sea subespacio de V O

Observacion Todo espacio vectorial V tiene al menos dos subespacios, a saber el subespacio [0] y V
mismo. A éstos se les llamara subespacios triviales de V.

Ejemplo Considérese el conjunto L de R? dado por
L={(z,y) € R* | ax +by = 0}

en donde a y b son dos ntimeros reales fijos no ambos cero.
Afirmamos que L es un subespacio de R?

Demostracion. En efecto, sean u = (x1,y1) y v = (22,y2) dos vectores de L. Se tiene entonces

u+v=(21,91) + (v2,92) = (1 + 22,51 +y2) € L

pues
a(xy + x2) + b(yr + y2) = axy +by; +axg + bys =0

por lo tanto u +v € L

Ahora bien
Au = Nx1,y1) = (A2, \y1)
de donde
a(Azy) + b(Ax2) = Mazy + bxe) =0
por lo tanto A\u € L. O

Teorema 2. Sea W un subespacio no trivial de R?. Entonces W es de la forma
W = {(z,y) € R? | az + by = 0}
donde a y b son nimeros reales no ambos nulos

Demostracion. Sea (xg,yo) un vector no nulo de W. Supoéngase que zy # 0. Y considérese el subconjunto
de R? dado por

L={(z,y) € R?* | yox — zoy = 0}
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Ya hemos probado que L es un subespacio de R%. Vamos a mostrar que L = W, primero mostrando que
Lcw

Sea (z1,y1) € L. Entonces yoz1 — zoy1 = 0 o bien y; = P11 g

x
al="1€eR y observamos que
xg

T
(z1,51) = ;;(%73/0) = Ao, y0)

Pero (z0,y0) € W y W es un subespacio de R2. Entonces (z1,y1) € W por lo que L C W

WclL

Supongamos que W ¢ L. Existiria (z2,y2) € W tal que (z2,y2) ¢ L. Es decir (z2,y2) € Wy yoxa—Zoy2 #
0. Sea (x,y) € R? cualquiera, y considérese el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas A y u

YoA + Y2 =y
ToA + Topp =

El determinante del sistema es ygzs — zoy2 # 0 por lo que existe una tunica solucién 5\, [ tal que

y0§\+y2ﬁ =Y
ToA + 22l =2

pero entonces _ ~ ~
(2, y) = (w0 + D2fi, Yo + y2/i) = N(@0,Yo) + ii(z2, Y2)

tanto (zo,yo) como (2, y2) son vectores de W. Siendo éste un subespacio de R?, concluimos que (z,y) €
W. Pero (x,y) era un vector arbitrario de R?. Por tanto, W = R?2., lo que contradice la hipotesis de que
W es es un subespacio no trivial de R2. Entonces W = L. Témese a = yg, b = g del teorema anterior [J

Ejemplo Considérese el subconjunto U de R3 dado por
U={(z,y,2) | ax +by + cz = 0}

en donde a, b y ¢ son tres nimeros reales fijos no todos iguales a cero.

ax+by+cz=0

Comprobarempos que es un subespacio de R3.

1. (0,0,0) € U pues a(0) + b(0) + ¢(0) =0

2. Si (21,y1,21), (22,¥2,22) € U entonces

arx1+by1 +cz1 =0 y ars+bys +czo=0
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de manera que
(T1,91,21) + (72, Y2, 22) = (¥1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)

por lo que

a(x1+x2)+b(y1+y2)+c(z1 +22) = ax1+azo+by +bys+cz1+czo = ax1+by1+cz1+ars+bys+czo = 0+0 =0

y entonces
(1,91, 21) + (22,92, 22) €U

3. Para un escalar A € Ry (21,y1,21) € U se tiene

AMz1, Y1, 21) = (Aw1, Ayr, Az1)

por lo que
a(Az1) +b(Ay1) + c(Az1) = AMaxy + byr +¢cz1) = A0) =0

entonces
Mz, y1,21) €U

Concluimos que U es un subespacio de R?
Ejemplo Considérese el subconjunto S de R3 dado por
S={(z,y,2) |z =at, y=">bt, z=ct, t € R}

en donde a, b y ¢ son tres nimeros reales fijos no todos iguales a cero.

Comprobarempos que S es un subespacio de R3.

1. (0,0,0) e Spues0=z=a(0), 0=y=05(0), 0=2=c(0)cont=0€R

2. Si (x1,91,21), (%2,Y2,22) € S entonces
rr=at, y1 =bt, z1=ct y x2=ats, y2 =0bl1, 21 =cty

de manera que
(T1,91,21) + (72, Y2, 22) = (¥1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)

por lo que
1+ x9 = at + atq :a(t+t1), y1 + y2 = bt + bty :b(t+t1), 21+ 29 =ct+ ctq :C(t+t1)

donde t + t; € R y entonces
(z1,91,21) + (22,92, 22) € S
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3. Para un escalar A € Ry (x1,y1,21) € S se tiene
Mz, 915 21) = (Am1, Adyr, Azr)
por lo que
Az1 = Aat = a(At), Adyp = Abt = b(At), Az = Act = c(At) M eR

entonces
Az1,y1,21) €8

Concluimos que S es un subespacio de R?
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