Funciones Inyectivas, Suprayectivas, Biyectivas, Inversas

Teorema 1. Sean X y Y conjuntos cualesquiera y sea f : X — Y. Entonces f es inyectiva si y solo si
para cualquiera subconjuntos A1, Ao de X,

flAL N Ag] = flA1] N f[As]

Demostracion. (=)
Supongamos que f es inyectiva y sean A;, As C X, sabemos que f[41 N As] C f[A]N f[As]. Para ver que
se cumple la otra condicion se tiene

y € flAI]N flA2] = y € flAiI] Ay € f[A]
= Ja; € A1 o> fla1) =y A Jazs € Ay > f(az) =y
= f(a1) = f(a2)

f inyectiva
= a] = as

= a; € Ay
= alEAlﬂAQ/\ny[al}Ef[AlﬂAg]

(<)
Supongamos ahora que cualquiera subconjuntos A;, Ay C X

flAL N Ag] = flA1] N f[As]

Para ver que f es inyectiva, consideramos z,y € X tal que f(z) = f(y) y definimos A; = {z} y A2 = {y}
de forma que

A0 fAs] = f{ad 0 F{yd] = {f (@)} 0 {f ()}

TEOZIW ey 0 {F )
={f(x)}

En particular

FTAIN As] = AN f[As] £0 = ANAs #0 = {230 {y} #0 = z=y

Imagenes inversas de funciones.

Sean f: X — Y y A una parte del codominio Y. Imagen inversa ¢ preimagen del subconjunto A C Y, es
el conjunto de los elementos del dominio cuyas imagenes pertenecen a A
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F7HA) = {z € X|f(2) € A}
las siguientes afirmaciones son claras
Si xefHA)= flx)c A
Si f(x)e A=z fH(A)
Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A, si y solo si su imagen pertenece a A.

Ejemplo Sea f : R — R definida por f(x) = 2. Determine las preimagenes de los siguientes subcon-
juntos del codominio [4, 9]

Solucién Para el conjunto [4, 9] se tiene que
74,9 = {z e R|f(z) € [4,9]}

Ahora bien
flx)ed9er?c49e4<2?<9e2<|z|<3&

2<z<3 0 2<-r<3exc2,3 0 ze[-3 -2
resulta entonces que
FHA,9) = -3, 2112, 3]
Lema 1. Sean X y Y conjuntos cualesquiera y sea f: X — Y. Se tiene lo siguiente
a) fTHO] =10
b) Si By, By CY, entonces f~[By1 U By] = f~1[B1]U f~}[Ba].
¢) Si B1,By CY, entonces f~1[B1 N Ba] = f~[B1] N f~1[Ba].

d) Si BCY, entonces
X — 7Bl = f7'lY - B]

Demostracion. a) Supongamos que f~1[()] # 0 esto implica que 3 x € X tal que f(z) € () (absurdo). Por
lo tanto

fo=0

b) xr € fﬁl(BluBg) = f(fE) S (B1UBQ) = f(l') € By 0 f(ﬂ?) € By & x € fﬁl(Bl) 0 x €
fH(Ba) & ae fAH(B)UfH(Be)

)z € fFA(BINDB2) & f(x) € (BiINB2) & f(x) € B1 y f(x) € As s xe€ fY(B) vy z¢€
f71(Ba) & xe f7H(B)Nf (B2

d) Sea B C Y, entonces
reX—f'Bl e 2zeX ANa¢f B & xeX A f(x)¢B & flx)eY A f(x)¢B

& f(x)eY —-B & ze f Y - B
O
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Lema 2. Sean X, Y conjuntos y sea f: X — Y. Se tiene lo siguiente

a) Para cualquier A C X, se tiene que A C f~1[f[A]]

b) Para cualquier B CY, se tiene que f[f~'[B]] C B

c) Si AC X, entonces f[X]— f[A] C f[X — A]

Demostracion. a) Sea A C X. Se tiene z € A = f(z) € f[A], donde f[A] CY por lo que
we ffA) o ACFTflA]

b) Sea B CY. Sea f(z) € f[f}[B]] = z€ f}B] = f(x)€B

c) Sea AC X. Sea f(x) € f[X]—flA] = flz)e fIX] A flz)¢ fl[4] = z2€e X Nax¢ A = zx¢€
X—-A = fx)e f(X-A)
O

Proposiciéon 1. Sea f: X — Y. Se tiene que f es inyectiva si y sdlo si
VacA, ACX = flflA]=A

Demostracion. (=)
Supongamos que f es inyectiva y queremos probar que f~![f(A)] = A para esto
(C

reA = f(zx)e fIA]
= ze fTf[A]

por lo tanto A C f~1[f[A]]

(2)

Supongamos que existe y € f~[f[A]] A y ¢ A, pero como I x € A tal que f(z) = f(y) resulta f no
inyectiva, lo cual es absurdo. Luego se tiene f~1[f[A]] C A.

(<)

Si existen x # y tales que f(x) = f(y), entonces considerando A = {x} se tiene

A= {z} # {z,y} C ffIA]

O
Proposicion 2. La funcion f es sobre si y solo si para cualquier subconjunto B de Y
flf'[Bll=B
Demostracion. (=) Supongamos que f es sobre. Sea B C Y. Queremos probar que f[f~![B]] = B.

Sabemos que f[f~![B]] C B. falta ver B C f[f~![B]]. Para esto sea y € B. Como f es sobre existe z € X
tal que y = f(x); ademas, como y € B, f(z) € B, de donde x € f~1[B]. Asi y = f(z) con z € f~1[B],
por lo cual y € f[f~}[B]].

(<) Supongamos ahora que para todo subconjunto B de Y, f[f~![B]] = B. En particular, tenemos que
Y = f[f7}Y]]. Por definicién f~}[Y]={z € X | f(z) €Y} y,como f: X -V, {z € X | f(z) €Y} =X.
Ast, f71Y] = X. Como Y = f[f![Y]], tenemos que Y = f[X], es decir, Ims =Y y f es sobre O
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