Funciones Inyectivas, Suprayectivas, Biyectivas, Inversas

Definicion 1. Sea A cualquier conjunto. La funcion identidad en A, denotada por Id,, esta definida
Idy : A — A donde para cada a € A Id, = a

Teorema 1. Sean A y B conjuntos cualesquiera. Entonces se tiene que para todo f : A — B

Idpof=f 'y [folda=f

Demostracion. Tenemos que
(Idp o f)(a) = Idp(f(a)) = Idp(b) =b (si f(a) =1D)
(folda)(a) = f(Ida(a)) = f(a) =b (si f(a)=Db)

Se tiene entonces que Idg o f : A — By también folIdy : A — B por lo que ambas funciones tienen el
mismo dominio, el mismo codominio y la misma regla de correspondencia que f. Por tanto Idgo f = fy

folda=f O
Definicién 2. Sea f: X — Y wuna funcidn se tiene entonces

1. Una funcion g : Y — X se llama inverso izquierdo de f si go f(x) = Idx

2. Una funcion g : Y — X se llama inverso derecho de f si f o g(z) = Idy

Teorema 2. Si f: A — B es una funcion inyectiva, existe la funcion g : B — A tal que

gof(x)=1Ia

Demostracion. Sea f inyectiva. Para cada yinf(A) existe un tnico x € A tal que f(x) =y. Sea a € A un
elemento fijo de A.
Definimos la funcién g : B — A asi:

_Jx si o ye f(A) con f(z)=y
o= {5 v F(4)

esta funcion cumple go f(x) = I4 O

Teorema 3. Si f: A — B es una funcion suprayectiva, existe la funcion h : B — A tal que

foh(y)=1Ip

Demostracion. Sea f suprayectiva. Para cada y € B escogemos x, € f~1(y)
Definimos la funcién h: B — A asi:

h(y) = zy

esta funciéon cumple f o h(y) = Ip O

La funcién g se llama inversa izquierda de f y la funcién h es la inversa derecha de f.
Si una funcién f : A — B tiene las dos inversas entonces ambas coinciden:

g=golg=go(foh)=(gof)oh=Is0h=h

g se llama inversa de f
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Inversa de una funcion

Definicién 3. Cuando una funcion f: A CR — R tiene la propiedad de que la aplicacion de A en f(A)
es biyectiva, entonces puede definirse la denominada funcion inversa de f respecto de la composicion
designada por f=1, y definida en f(A) mediante f~*(y) = =  f(x) = y tal que se cumplen las
igualdades

frof=1I4 fof ™t =1Ipa

Proposiciéon 1. Sea f: A— B

a) Si f~! es una funcion y f~': B — A, entonces fo f ' =idg y flof=1ida.
b) f es invertible si y sélo si f~! es una funciony f~': B — A

c¢) Si f es invertible, el inverso derecho e izquierdo de f es f~!

Demostracion. 1. Por definicién de inversa de una relacion, f~! = {(y,z) | (z,y) € f}. Si f~! es
funcién, entonces f~! : B — A y para todo b € B, existe un unico a € A tal que f~1(b) = a.
Ademés, f~1(b) = a si y solo si f(a) = b. Por definicién de composicion, fo f~* : B — By
f~lof:A— A, porlo que el dominio y codominio de fo f~!y de idp son el mismo, y el dominio
y codominio de f~1of y de id 4 son el mismo. Ahora, sea b € B, entonces (fof=1)(b) = (fof~1)(b).
Si f~1(b) = a, entonces f(a) = b, por lo que f(f~1(b)) = b. Por lo tanto, fo f~! =idp.

Sea a € A, entonces (f~1 o f)(a) = f1(f(a)). Si f(a) = b, entonces f~(b) = a, por lo que
f(f~*((a)) = a. Por lo tanto, f~'o f =ida.

2. Supongamos que f es invertible, entonces f tiene inverso izquierdo e inverso derecho. Como f es
funcién, en particular es relacion y f~! = (y,z) | (z,9) € f. Queremos ver que f~! es funcion de
B en A, es decir que dom (f~!) =By quesi (y,21) € f~ 'y (y,72) € f~1, entonces x; = 5.

Por definicién de relacién inversa y como f : A — B, sabemos que dom (f~! C B. Sea b € B.
Como f tiene inverso izquierdo, tenemos que f es sobre. De aqui que hay a € A tal que f(a) = b,
pero entonces (b,a)?f~ 1y b€ dom (f71).

Por lo tanto, dom(f~!') = B. Ahora, supongamos que (y,z1) € f~! y (y,72) € f~!. Entonces
(z1,9) € [y (z2,y) € f. Como { si es funcion, esto quiere decir que f(z1) =y y f(z2) = y. Como
f tiene inverso derecho, tenemos que f es inyectiva. Como f(z1) = f(z2), x1 = 2. Por lo tanto,
f~! es funcién. Para demostrar el reciproco, supongamos que f~! es funcién. Por el inciso anterior,
entonces fo f~! =idgy f~'of =1ids. Asi, f~! es inverso derecho e inverso izquierdo de f y f es
invertible.

3. Si f es invertible, entonces por el inciso anterior, f~! es funciéon y f~!' : B — A. Asi, por el inciso
(i), fof ' =idgy f~'of=ida. Porlo tanto, f~! es inverso derecho e izquierdo de f.
O

Corolario 1. Una funcion f: A — B es invertible si y solo si es biyectiva

Demostracion. Si f : A — B es invertible, entonces f~! es inverso derecho e izquierdo de f. Por tanto, f
es inyectiva y sobre, por lo que f es biyectiva.

Para el reciproco, supongamos que f es biyectiva. Por tsnto f tiene inverso derecho e inverso izquierdo,
ademas el inverso derecho e izquierdo de f es el mismo. Por lo tanto, f es invertible. O
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Ejemplo Para la funcién f definida en cada caso, encontrar la inversa f~! si existe y, si es asi, especificar

su dominio.
1 . .
a) f(z) = pr tenemos que f es inyectiva pues
1 1
flz1 # f(ae) = #+ = 21 —bFx—5 = 11 F£ T2
xry — 5 xro — 5

f es suprayectiva pues si b € Rango de f tenemos que f(a) = b para alguna a € Domf

1 1 1 1

=b= -+4+5=a .. fla)==——===0
a—>5 b 1 1
54—5—5 3

Al ser inyectiva y sobre, tenemos que existe f~! y para hallarla tenemos que

1 1
— = = — 5
y=f(z) = vy gl y-I—
1
g f_l(l/)=§+5 y Domf~!={ze R|z#0}
Ejemplo Dada la funcion f(x) = /2 — /z, hallar su inversa en caso de que exista.
[ es inyectiva pues f(x2) # f(x1) = Y2— 12 # Y2 — Y21 = 2— Y2 #2— Jx1 =

— YT YT > n £

Para ver si f es sobre tenemos que
y=fla) = 2-Ve=y = 2-Yo=y" = 2y =¥z = 2-y°)P =z
'y =02-9°)?% y Domflesxe R
Ejemplo Sea f: N — Z dada por f(n) = (-1)" [g} Demuestre que f tiene una funcion inversa.
Demostracion. Ya comprobamos que f es inyectiva, ahora mostraremos que f es suprayectiva y por

tanto existe una funcién inversa
Tenemos que f es suprayectiva si

VzeZ IneN tal que f(n)=z2

y definimos a n € N de la siguiente manera

_ 2z si z>0
"=11-22 si z2<0

de tal manera que para los enteros positivos Z se tiene

o) = 129 = (17 | 5| = [ 5] =1 =
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y para los enteros negativos

) = £0 = 22) = (= [FE] = (n |5 2] = (- =

por lo tanto
2z st z>0

1-9: si 2<0 tal que f(n) =z

VzeZ dn €N, nz{

de esta manera f es suprayectiva y como también probamos que es inyectiva, entonces esta funcién
tiene una funcién inversa O
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