Unidad 3 Numeros naturales y calculo combinatorio Nimeros naturales

Céalculo combinatorio '

Los ntimeros naturales aparecen en un principio como una herramienta para contar los elementos de
algunos conjuntos (los finitos)

Ejemplo Para saber si hay el mismo ntmero de personas que compraron boleto para un espectéiculo en
un teatro y de asientos en el teatro no necesitamos contar a los espectadores y a los asientos en el
teatro, basta con sentar a todos los espectadores y ver si sobran o faltan asientos.

Este ejemplo se puede generalizar a la siguiente definicion.

Definicién 1. Sean A y B conjuntos decimos que A y B tienen la misma cardinalidad o mismo niumero
cardinal o mismo niumero de elementos si y sélo si existe una funcion biyectiva f : A — B.

La idea es que la funcion biyectiva pone a todos los elementos de A en correspondencia uno a uno con
todos los elementos de B. Asi, para cada elemento de A hay uno de B y viceversa, por lo que claramente
tienen el mismo niimero de elementos.

Definicién 2. Para cada n € N, definimos el segmento inicial con n elementos como el conjunto I,, tal
que:

In=10

I = {1}

I ={1,2)
I ={1,2,3}

I, ={1,2,3,...,n}

Decimos que un conjunto A es finito, si existen n € Ny f: A — I, tal que f es biyectiva. Un conjunto
infinito es uno que no es finito.
La idea de contar los elementos de un conjunto finito A es establecer una biyeccion f entre A y algin
segmento inicial I,,, con n € N*, entonces podemos enlistar los elementos de A enumerandolos asi

formalizando el proceso de contar que se ha usado desde hace siglos. Se acostumbra denotar por a; a f (%),
de modo que podemos escribir
A={ay,a2,....;an}

donde a; # a; siempre que 7 # j
Lema 1. Se cumple lo siguiente
1) Para cualquier n € N, I,y = I, U {s(n)}
11) Para cualquiera n,m € N — {0}, Lipn =InU{m+1,m+2,...,m+n}

1) Para cualquiera n,m € N— {0}, I, N {m+1,m+2,.m+n} =10
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Demostracion. 1) Procedemos por induccion y definiendo

A={neN| Iy =1I,U{s(n)}}

a) Para ver que 0 € A tenemos que

Loy =N ={1} =0U{1} = Ih U {s(0)}
b) Suponemos que n € A, esto es
Is(n) = In U {S(n)}
¢) Vamos a probar que s(s(n)) € A. Para esto tenemos que
Iysmy) = 1{1,2,3,...,n,5(n),s(s(n))}
={1,2,...,n,s(n)} U{s(s(n))}
=[{1,2,...,n} U{s(n)}] U {s(s(n))}

por lo tanto s(s(n)) € A
11) Procedemos por induccion fijando m € N — {0} y definiendo
A={neN|Ltpn=InU{m+1,m+2,...,m+n}}
a) Para ver que 1 € A tenemos que
L1 = Iy = {1,2,...omm + 1} ={1,2,...,m}U{m+ 1} = I,, U{m + 1}
b) Suponemos que n € A, esto es
Iin =L, U{m+1,m+2,...m+n}
¢) Vamos a probar que s(n) € A. Para esto tenemos que
Lt stn) = Isgman) = Iman U {s(m +n)}
=L, U{m+1m+2,...m+n}U{s(im+n)}
=I,U{m+1,m+2,....,m+n,s(m+n)}
=L, U{m+1m+2,..m+nm+s(n)}
por lo tanto s(n) € A

111) Procedemos por induccion fijando m € N — {0} y definiendo

A={neN|I,Nn{m+1,m+2,..m+n}}=10

a) Para ver que 1 € A tenemos que

I ={1,2,..m}Nn{m+1} =0
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b) Suponemos que n € A, esto es
Inn{m+1,m+2,...,m+n} =0

¢) Vamos a probar que s(n) € A. Para esto tenemos que
InN{m+1,m+2,...m+n}=0
I,N{s(m+n)} =0
In,Nn[{m+1m+2,...,m+ntU{s(m+n)} =0
Lnn[{{m+1,m+2,...m+n,s(m+n)} =0
Inn{m+1m+2,..m+nm+sn)} =0

por lo tanto s(n) € A

Teorema 1. Si A y B son conjuntos finitos tales que AN B = () entonces
card (AU B) = card (A) + card (B)
Demostracion. Tenemos que
A finito = dmeN s> f: 1, = A es biyectiva
B finito = 3neN > f:1I, — B es biyectiva

Veamos que hay una biyeccién entre h : Iy, - AU B.
Sabemos que

Imgn=ILn,U{m+1m+2,...m+n}, L,N{m+1m+2,..m+n}=>0
Se define entonces la funcion f : 1,1, — AU B como sigue
N fG) st j<m
h(j) = {g(j—m) si j>m

La funcién h esta bien definida pues j € I+, quiere decir que j € I, 6 j € {m+1,m+2,...,m + n}.
Tenemos que h es inyectiva pues j, k € I,,, 4, tal que j # k. Tenemos que

gk<m = hG)=FG) E T fR) = hk) - h() £ h(R)

g inyectiva

Jk>m = h(j)=g(G—-m) # glk—m)=hk) .. h(j)#h(k)
En el caso de que j < m y k > m se tiene
h(j) = f(3) # 9(j — k) = h(k) .. h(j) # h(k)
Ahora bien h es sobre pues

hj)eASij<m = h(j)=f(G) 2" 35 € Lun > f(7') = h(j)

hG) € ASij>m = h(j) =g —m) * B 3j" € Lusn 5 9(i") = h())
h es biyectiva, se tiene entonces card(AU B) = card(A) + card(B) O
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Corolario 1. Principio de la suma. Sea k € N tal que k > 2. Supongamos que Ay, As, ..., Ay son
conjuntos finitos ajenos por pares, es decir que si i # j, A; N A; = (). Entonces

card(A; UA2 U A3 U---UAy) = card(Ay) + card(Az) + card(As) + - - - + card(Ay)
Demostracion. Por induccién sobre k > 2
a) Sik = 2 por el resultado anterior para dos conjuntos ajenos Ay, As card(A1UAs) = card(A+card(A;
b) Supongamos el corolario cierto para k es decir

card(A; U As U A3 U--- U Ag) = card(Ay) + card(As) + card(As) + - - - + card(Ay)

¢) Como A;NA; =0sii+#jentonces (A3 UA3UA3U---UA,) N Akt =0 por lo que
CCLT‘d(A1 U AQ U A3 y---u Ak U Ak+1) = Ca’/‘d([/h U AQ U A3 U---u Ak] U Ak+1)
=card(Ay UAs UAsU---UAL) + card(Ag+1)
= card(A;) + card(As) + card(As) + - - - + card(Ayg) + card(Ak4+1)

por lo tanto el corolario es cierto para cualquier natural k > 2 O

Corolario 2. Principio del palomar. Sea A un conjunto finito tal que card(A) =m y sea {A; | i € I}

una particion de A de forma que si i # j, A; y A; son ajenos. Si m > n, entonces para algin i € I,
card(A;) > 1

Demostracion. Sean A 'y {A; | ¢ € I} como en la hipdtesis. Entonces A = A3 U Ax U ---U A, y los
elementos de {A; | i € I} son ajenos por pares.
Usando contrapositiva. Supongamos que para toda i € I, card(4;) < 1. Entonces tenemos que

card(A) = card(A; UAsU---UA,,)
= card(Ay) + card(As) + - - - + card(An,)
<14+14---41(n—veces)
=n
Por lo tanto m < n. ]
Proposicion 1. Si A y B son conjuntos finitos (no necesariamente ajenos) entonces
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)
Demostracion. Dado que AN B C AU B entonces (AN B)U (AU B) = AU B se tiene que
card(AU B) = card((AUB) U (AN B)) = card(AU B) + card(AN B)

por otro lado
card(AU B) = card(A) + card(B)

por lo que

card(A) + card(B) = card(AU B) + card(AN B) = card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)
O
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Teorema 2. Principio del producto. Si A y B son conjuntos finitos entonces
card(A x B) = card(A) - card(B)
Demostracion. Segun la cardinalidad del conjunto A se tiene

1. Si card(A) = 0 entonces A = (). sabemos que A x B = (). De aqui

card(A x B) = card(®) =0 =0 card(B) = card(A) - card(B)

2. Supongamos ahora que m > 0y que card(A) = m. Entonces hay una biyecciéon entre A e I,,, y por
tanto se puede expresar
A={ay,a2,....;am}

Vamos a ver que para cualquier a; € A se tiene {a;} X B tiene la misma cardinalidad que B.
Dado a; € A, definimos la funcién

fi :{a;} x B— B, como fi(a;,b) =10

1) Para ver que f; es inyectiva, sean (a;,b), (a;,c) € {a;} x B tal que f;(a;,b) = fi(a;,c), se tiene
entonces

fila;,b) = fi(ai,c) = b=c¢, y como aj—,, entonces (a;,b) = (a;,c)

por tanto f; es supra

11) Para ver que f es sobre. Sea b € By sea (a;,b) € {a;} x B entonces f;(a;,b) = by por tanto f
es supra

podemos concluir entonces que card({a;} x B) = card(B)
Veamos ahora que {{a;} X B | a; € A} es una particién de A x B

1) Como card(A) > 0y card(B) > 0 entonces al menos card(B) = 1, esto quiere decir (a;,b) € {a;} x B
y por lo tanto

{{ai} x Bl a; € A} #10
11) Sean {a;} x B # {a;} x B. Por demostrar que
{a;} x BN{a;} x B=10
Supongamos que no, entonces

{a;} x Bn{a;} x B# 0= 3 (a,b) € {a;} x BN{a;} x B
= (a,b) € {a;} x B A (a,b) € {a;} x B
=a;=a=a; (falso) puesi#j = a; # a,

por lo tanto
{ai}xBﬂ{aj}xBZ(D
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111) Por demostrar que V (a,b) € A x B 34 € I tal que (a,b) € {a;} x B.

(a,b) e AxB=a€A NDbEB
=diel,, > a=a;
= (a,b) = (a;,b) € (a,b) e AX B

Entonces
AxB={a1} x BU{az} x BU---U{am} x B)

donde {a;} x B son ajenos, tenemos entonces

card(A x B) = card({a1} x BU{az} x BU---U{an} x B)
= card({a1} x B) + card({as} x B) 4+ -+ card({am} x B)
= card(B) + card(B) + - -+ 4+ card(B) (m — veces)
=m - card(B)
= card(A) - card(B)
O

Principio general del producto Sea £ € N tal que & > 2. Si Ay, Ay, ..., Ax son conjuntos finitos,
entonces

card(Ay X Ag x -+ X Ag) = card(Ay) - card(As) - - - - card(Ay)
Demostracion. La hacemos por induccién sobre k > 2.

a) Si k =2, entonces segun el resultado anterior
card(A; X Ag) = card(Ay) - card(As)
b) Supongamos la validez para k, es decir
card(Ay X Ag x -+ X Ag) = card(Ay) - card(As) - - - - card(Ay)

c) Sean Ay, As, ..., Ag, Axy1 conjuntos finitos, entonces

card(Ay; X Ay X ... X Ap X Agy1) = card([A1 X Ag X ... X Ag] X Aky1)
= card(A; X Ay X ... x Ag) - card(Ak+1)
= card(A) - card(Asg) -+ - - card(Ayg) - card(Ag4+1)

O

Definicién 3. Dados A y B conjuntos, denotamos con 4B al conjunto de todas las funciones de A en
B, es decir,
AB={f|f:A— B}

Teorema 3. Si A y B son conjuntos finitos, entonces el mimero de funciones de A en B es [card(B)]°*44)
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Demostracion. Sea A un conjunto finito y sea m € N tal que card(A) = m.
Sim = 0, entonces A = (} y la tnica funcién de A en B es la vacia, es decir, hay una tinica funcién de A
en B, por lo que 4B =1 por lo que

card(*B) = 1 = [card(B)]° = [cardB]*™® = [card B]<*"4

Si m > 0, entonces sea A = {aj,as,...,an}, usando que hay una biyeccién g de I, en A y haciendo
g(i) = a; para i € I,.

Ahora una funcion f : A — B queda determinada por sus valores f(a1), f(a2), ..., f(an) en B.Considerando
el orden natural de los elementos a;, podemos pensar en estos valores como una m — ada ordenada

(f(a1), f(a2), -, fam))

de elementos de B, es decir, como un elemento de
B™ =B x B x-xB (m-—wveces)

Asi, definimos F :4 B :— B™ como

para cada f €4 B.
Queremos ver que F es biyectiva

1. Para ver que F es sobre, sea (b, ..., b, ) € B™. Entonces definimos f : A — B como f(a;) = b; para
i € I,,. De aqui que

F(f) = (f(a1), .., fam)) = (b1, ..., bm)
por lo tanto, F es sobre.
2. Para ver que F es inyectiva, sean f,h €4 B tales que F(f) = F(h). Entonces
F(f)=F(h) = (f(a1),-, flam)) = (h(a1), .., h(am))
= f(a;) = h(a;) para i€ 1,
a)="h(a) Yae A
= f=h

por tanto f es inyectiva. Hay entonces una biyecciéon entre 4B y B™ por lo que

card(AB) = [card(B)]C‘“”d(A)
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