Célculo Diferencial e Integral IT

18 de septiembre de 2013

Guia 3 1

Funciéon Logaritmo y Exponencial

Funcion Logaritmo I

1
Log(m):/ Zdt
1

Definicién 1. Definimos la funcion

Algunas de las propiedades de esta funcién son:
a) log(zy) = log(x) + log(y)

o) tog (£ = tog(e) - ()

c) lo (( 1))— nlog(x)

d) lo = —log(z)

e) log (z") =rlog(z) Va2 € Q

,_‘

Demostracion. Se probara solo e). Sea r fijo en Q por la regla de la cadena

r » ’
1 / 1 1
1 ™) = — 1 r = — = —
og(x") /1 tdt = (log(z")) (/1 tdt> ek

por otro lado
(rlog(z)) = =
x
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por lo tanto log(z") y log(z") ambas funciones tienen la misma derivada y en consecuencia ambas funciones
difieren en una constante, esto es: log(z") = rlog(z) + C si tomamos z = 1 se tiene log(1) = rlog(1l) + C

por tanto C' = 0 es decir
log(z") = rlog(x)

log(x):/ %dt
1

si > 1 entonces log(x) > 0 y si x1 < z2 entonces

T2 1 x1 1 T2 1 1 1 To 1
log(z2) — log(z1) = / Edt - / ;dt / —dt +/ Edt = / gdt >0
1 1 1 x T

1 1

Ahora bien

por lo tanto
log(z2) — log(z1) > 0 = log(x2) > log(z1)

y la funcién es monotona
Mientras que si 0 < 2 < 1 entonces log(z) < 0 y en ese caso para s < 1 se tendra

*2 *2 ] 1] *2 ] 1
/ —dt <0 = / —dt — / —dt<0 = / fdt</ —dt = log(xz2) < log(x1)

y la funcién es monotona.
Para Calcular F’ vamos a proceder por dreas

® |-

X+h

X x+h

h

<F —F < h—
TS (x+h) (x)_hx

Por tanto

1 1
h W < Log(x + h) — Log(x) < h—
x

T+
Dividiendo entre h y tomando limite
1 ., Log(x + h) — Log(x)

lim < lim <
h—0x +h ~— h—0 h h—0
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tenemos

1 < lim Log(z + h) — Log(z) < 1
T~ h—0 h T
finalmmente Log( B - Log(z) 1
, og(x + n) — Log(x
L ) =1 =—
(Log(x) = Jim h :

El cual es mayor a cero si z > 0 por tanto la funcidn es derivable y por tanto continua al ser monotona

existe entonces su inversa.
Funcion Exponencial I

Definicién 2. La funcién exponencial se define como (Log)™!

exp
L
Algunas de sus propiedades 1.-(e%) = e®
Demostracion.
(") = (Log(a))/ = 7o = —1— = Log™"(x) = "
Log(Log '@)  1ortr
O
2.6V = %Y
Demostracion.
Sea ' =e" y =e¥ por lo que x = Logz’ y = Logy’
tenemos entoces que
24y = Loga’ + Logy’ = Log(z'y’)  por  tanto  e"t¥ =elo9@'v) = o7y — ¢%e¥
O
3-e¥=¢e""Y
Demostracion.
l=e=¢e¥Y =eVe ¥ por tanto 1l=¢€Ye ™V = eiy =e Y
O
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4oem v =S
ey
Demostracion. ”
Y = eV = (V) = etV = £
eY
O
Definicién 3. Sia > 0 entonces para cualquier real x definimos
a® = 6ln(az) — 7 In(a)
Algunas de sus propiedades 1.- (ab)c = g’
Demostracion.
(ab)c — ecln(ab) _ ecln(ebln(a)) — ec(bln(a)) — ecbln(a) — acb
O
2.-a°TY = q%a¥
Demostracion.
aery — e(ery) In(a) — In(a)+yIn(a) — " ln(a)ey In(a) — a®aYy
O
3-al =a
Demostracion.
0,1 _ elln(a) — eln(a) —a
O
Integral de Poisson
Vamos a calcular la integral fooo e~ dx si hacemos el cambio t = 22 tenemos que
o 2 ° 1. 1 1 > 1 1.1 1 VT
“dr = TNt Edt = = “rdt = -I(2) = T = Y
/Oe x/06(2) 2/06 2(2) 2\F2
T(z)=[;° e tt*—1dx
Ahora bien la funcién f(t) = e es par ya que f(—t) = S por lo tanto
@ 2 0 2 @ 2 @ 2
/ e " dx:/ e " dx—i—/ e " dx:2/ e " dx
—a —a 0 0
y de aqui
o0 a a
/ e dz = lim | e *dz= lim 2/ e dr =2 (ﬁ> =T
IS a—oo J_, a—00 0 2
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Integrales de Fresnel

I:/ cos z2dx J:/ sen zdx
0

0

Vamos a calcularlas usando la identidad de Euler e~ = cos(22) — i sen(2?) tenemos entonces que

o .o oo oo oo
/ e "dx = / cosz? —isenx’dx = / cos z2dx — z/ sen z2dz
0 0 0 0

Trabajaremos la integral de la derecha

< o 1 > 1—1 1—1
/ e~ dy :/ e_t2—_dt = e_tQ( Z)dt =( Z)ﬁ
0 0 Vi ~~Jo V2 2

i 2_—jp2 1 Jt—
Cambio t?=ix ﬂdt_dx

00 o 134
/ cos z2dx —z’/ senz?dx = ( 2) ﬁ
0 0 \/ﬁ 2

igualando parte real y parte imaginaria se tiene

o0 2 o0
/ coszidx = VT2 = / sen z2dx
0 0

Por lo tanto

4

(*)Vamos a calcular %7 tenemos que si z = Vi = 22 =i y si z = a + ib entonces 22 =i = (a +ib)? =

i = a? + 2iab — b? = i igualando partes reales e imaginarias tenemos el sistema a2 — b2 =0y 2ab =1 de

la primera ecuacion tenemos que a? — b* = 0 = (a + b)(a — b) = 0 por lo que a = b 0 a = —b, nosotros

consideraremos a = b y sustituyendo en la segunda ecuacion 2ab =1 = 2b> =1 = b = % y como a =b
1 1 .

entonces a = —5 por lo tanto z = W(l + 1) por lo tanto

1 1 V2 V21—

V2 —d) 11—
S ol4+d 14dil4d 2 G

v

Sk

Caleulemos [ v/2% — Tdz haciendo el cambio de variable # = Sec(8) Tenemos que
/ Va? —1dz = / V/Sec2(0) — 1SectTan(0)dl = / V/Tan2(0)Sec(6)Tan(0)do
_ / Tan(9)Sec(8)Tan(9)dg — / Tan®(8)Sec(9)dd — / (Sec(8) — 1)Sec(6)d6
- / Sec®(0) — Sec(0)d = %Sec(H)Tan(G) + %Log(Sec(G) + Tan(6)) — Log(Sec(8) + Tan(6))

= %Sec(@)Tan(é)) - %Log(Sec(@) + Tan(0)) = %(x\/ x?—1) — %(:c + Va2 -1)

En la hipérbola equilatera 22 — y? = 1 definimos ¢ = Cosh(z) s = Senh(z) y como c,s estan sobre la
hipérbola ¢ — 52 =1
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Area ="z" :sc—2/ V2 —1dr = sc —c\/c® — 1+ Log(c+ v/ — 1)
1
=sc—cs+ Log(c+ v/ c?—1) = Log(c++vc? —1)

Por lo tanto
r="Loglct+Ve—1)=e'=c+V2—1=e"—c=y2—-1=e" —2"c+F=c*—1

e2m_|_1_ _ez_|_e—z

=2 2% =—-1= > 4+1=2"= c=>c
2e* 2
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