Calculo Diferencial e Integral IT 2 de octubre de 2013

[ Métodos de Integracion J

Integracién por fracciones parciales

Caso 4: El denominador tiene factores cuadraticos alguno repetido

f(x)

Si en la descomposicién de en fracciones simples tiene en primer lugar factores lineales, entonces

apareceran primero los factores de la forma

Z :
(z —a)k

k=1

y en segundo lugar, si un factor cuadrético irreducible se repite m-veces, entonces se puede descomponer
en una suma de términos de la forma

ot + 423 + 1122 + 122 + 8
Ej lo.- Calcul d
jemplo.- Calcu ar/ 2+ 20+ 32+ 1) x
tenemos que en fracciones

ot +40® + 1122 + 122 +8 A L, _Bz+C  Di+E
(22 +22+3)2(z+1)  (z+1)  (22+22+3) (22 + 22+ 3)2

de donde
gt +42° +112° + 122+ 8 = A ((2° + 22+ 3)*) + (Bz + C) (2" + 22+ 3) (x + 1) + (Dz + E) (z + 1)

= A ((2* +42° + 102° + 122 + 9))+B ((z* + 32° + 52% + 32))+C ((2* + 32* + 52 + 3))+D (2° + z))+ E(2+1)
= (A+B)z* + (4A+ 3B+ C)2* + (10A+ 5B + 3C + D)2 + (12A+ 3B+ 5C + D+ E)z + 9A+3C + E

En la expresién

x4+4x3+11x2+12x+8_ A n Br+C n Dx+ FE
(22 +22+3)2(z+1)  (z+1)  (22+22+3) (22 + 22+ 3)2
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si hacemos x=-1 se obtiene
1—4+11-124+8=A(1-2+3)? = 4=44 = A=1
mientras que en el sistema
A+B=14A+3B+C =4 10A+5B+3C+D =11 12A+3B+5C+D+E =12 9A4+3C+E =8

tomando A=1 se tiene
A+B=1= 14B=1= B=0

tomando A=1, B=0
4A+3B+C=4 = 44+C=4 = C=0

tomando A=1, B=0, C=0 se tiene
10A+5B+3C+D=11 = 10+D=11 = D=1
tomando A=1, B=0, C=0, D=1 se tiene
12A+3B+5C+D+FE=12 = 1241+ E=12 = E=-1

por lo tanto

/x4+4x3+11x2+12x+8dx/ dx +/ z—1 dz*1n|a7+1\+/ z—1 da
(2 4+2x+3)%(x+1) ) a1 (22 +22+3)2 " (22 4 2z + 3)?

rz—1

m dx tenemos que

Vamos a calcular /

/x——ld_/wd_/x——l—ld /#d
(22 4 2z + 3)? e (22 4 2z + 3)2 T (22 4 2z + 3)? v (22 4 2z + 3)? v

1 2(x+1) dx 1 -1 dx
e R S P - —9

2) (22 +2x+3)? (x24+2x+3)2 22242z +3 (x2 4 2x + 3)?
dx

(22 + 2z + 3)?
expresamos el denominador de la siguiente manera

Para calcular la integral /

(¢ 420 43)° = (& 420 41143 = (@ +1)* +2)°

por lo tanto

/ dr B / dr B V2 sec? tdt _ V2 sec? tdt B ﬁ / dt
(22 + 2z + 3)2 (z+1)2 +2) 'Ir+1:/f;ant ((v2tant)? +2)2 22sectt 4 sec? t
dz=+/2sec? tdt

2 2 1 2t 2 2t 2
= {/coszt dt = \Z/—i—c;s dt = % (t+ ser; > = %(tcostsent)
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tenemos que de la sustitucién

r+1 x+1
r+1=+v2tant = ——— =tant = arctan () =t
V2 V2

cost = cos (arctan (m)>
V2

necesitamos encontrar expresiones para sen(arctan ) y cos(arctanx) y para ello hacemos y = arctanx y
tenemos que

seny seny 3
y =arctanr = tany=z = =T = = —=— = 2y 1—sen?y =seny

cosy m

= z?(1—sen’y) =sen’y = z? —a?sen’y =sen’y = z? =z?sen’y+sen’y = =z

ahora bien

2 = (x2—|—1) sen?y

2 x
= = Ssen - ———— = sen

x2+1 Y 2 1 1 Yy

por lo tanto
T
sen(arctanx) = seny = ——
( ) Y
y en consecuencia
z? x? +1— 22 1
cos(arctanx) = y/1 — sen?(arctan ) = \/1 — = \/ =
( ) \/ ( ) 2 +1 1+ 22 11 a2

sustituimos el valor de t y obtenemos

r+1 x+1 1 2
arctan { ——— | =t = cos | arctan [ —— =cost > ———— = cost = ——————— = cost
V2 V2 /14 @2 V222 +4x + 6
2

y también
r+1
1 1 /5 1
arctan (H) =1t = sen (arctan (H>> =sent = N E— sent = L =sent
V2 V2 14 @t VaZ+2:+3
2

finalmente

g(tCOStS’ent) - g (arcmn (i;;)) (\/2302 f4a: ¥ 6) <\/m29ﬂ++2313 T 3>

y la integral resulta

xt 423 + 1122 + 122 + 8 1 1 V2 r+1 2 r+1
5 5 dr =In|z+l|-5—5—F—%—2-- |arctan | —=
(22 422+ 3)%(z + 1) 222 +2r+3 8 V2 V2r2 +4r+6) \VaZz + 2z +3
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