Calculo Diferencial e Integral IT 4 de octubre de 2013

[ Métodos de Integracion J

Método de Euler '

/ vV ax? + bx + cdx

El matematico suizo Leonard Euler, ideé unas sustituciones que permiten transformar estas integrales a
integrales de funciones racionales.

Para resolver integrales de la forma

Tercera sustitucion del método de Euler

Para calcular la integral

/\/ ax? + bx + cdx

si az? + bx + ¢ tiene como raices reales 7, y ro siendo r; # 1y, entonces escribimos

var? +bxr+c=(x—r)t

Como 7y y 9 son raices de ax? + bz + ¢ se tiene que

\/a(x —r)(x—r9) = (x—r)t

despejando a x se obtiene

2

Valz —r)(z —r) = (z—r)t = <\/a(x —r)(x — 7'2)) = ((x—r)t)° = ale—r))(z—ry) = (z—r)*?

_ t2
= CL(J?—’I“Q) = (l‘—’l“l)tQ = ax — xt :ar2—rlt2 = = %
0 —
de donde
do — —2r1t(a — t?) — (—=2t)(ary — Tlt?)dt _ —2ri1ta + 2tary g — 2at(re — Tl)dt
(a — tt)2 (a — 2)2 (a—2)?

por lo tanto

arg — rit? . at(ry —ra)
a — t2 )T T

Va(z —m) (@ —12) = (x — 1)t = (

por lo tanto

/mdl’ = / (at(“ rQ)) <2‘ZL(T_2 152)21)> dt = 2/Wdt: 2a2(r1_r2)2/’52dt

t2—a (t* —a)?
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Las expresiones que se obtienen son racionales y podemos utilizar el método de fracciones parciales para

calcular las integrales
dz

r—vVar?—1

Encontramos las raices de 22 — 1, es decir,

Ejemplo.-Calcular

??—1=0 = (z+1)(z—-1)=0

entonces las raices son 11 = 1y ro = —1. Si elegimos 72 hacemos la sustitucién

22—1=+/(z—-1)(z+1) = (z+1)t = ( (x—1)(z+ 1))2 = ((z+ 1) = (z=1)(z+1) = (a+1)*? =

t?+1
r—1=@@+0)? = z—at’=t*+1 = x:1_+t2
por tanto
2t(1 — %) — (=2t)(* + 1 4t
dp = L= = CWEHD) dt
(1—1¢2)2 (1—1¢2)2
Asi )
t“+1 2t

De donde la integral es:

/x_j% w= [ (mlm <<1ftt2>2)d'f:/<1—$fl—t2>df:4/u—mt<1+wdt

1—

Vamos a resolver esta ultima integral usando fracciones parciales

t
/(1—t)3(1+t)dt

en fracciones se tiene

A B C D
(1—t)3(1+1t) 1—t+(1—t)2+(1—t)3+1+t

de donde
t=A1-t)*1+t)+BA-t)1+t)+C(A+t)+D(1—1t)

1
sit =1 se tiene 1 = 2C por tanto C' = 3

-1
sit = —1 se tiene —1 = D(1 — (—1))3 = 8D por tanto D = 5

Asi tenemos

—_

t=A1-t)* 1 +t)+BA-t)(1+t)+ (1 +1t) — é(l — )3

[\]

1 1
t:A(t3—t2—t+1)+B(1—t2)+§(1+t)—§(1—3t+3t2—t3)
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1
=(A+- )¢t
(4+5)

y obtenemos el sistema

3
—A-B-ZS)¢
+(-a-5-5)

7 3
A4 )t+A+B+°
+( +8)+ + B+ 2

1 3 7 3
A+-=0 —-A-B—--=0 —-A+-=1 A+B+-=0
+8 3 +8 + +8
1 -1
sustituyendo, este valor en la segunda
1 3 1
-—-—B=- = B=-—-
8 8 4
por lo tanto
dx 4 71/ dt 71/ dt +1/ dt 7}/ dt
-2 -1 81—t 4) (1—-t)2 2 1-t)3 8) 1+t
1 1-t~t _(1-t72 1
f51n|1—t|+ — -2 - —§ln|1+t|+0
1 1—t 1 1
=1 - C
2n1+t’ = Ta—e "
como
t_\/(x—l)(a:—&—l)_\/x—l
N z+1 Va4
entonces
vV (x—1)(z+1)
/ de 1 1T = T 1
r—rZ—1 2 1+1/(x1:c+1 \/E 1_ V(@—1)(z+1) \/ﬁ V@D (+1) \/ﬁ
x+1 x+1 x+1 r+1 z+1 x+1
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