Célculo Diferencial e Integral IT 21 de agosto de 2013

Continuacion 5: Teorema de valor medio e integrabilidad de funciones discontinuas

Teorema 1. Supdngase que f es integrable sobre [a,b] y que m < f(x) <M V z € [a,b]. Entonces

b
m(b—a>s/ f<Mb-a)

Demostracion. Sim = inf{f(x)|z € [a,b]}, M = sup{f(x)|r € [a,b]} y m < f(x) < M entonces se tiene
que

/abmdxé/abf(x)dxﬁ/:deém(b—a)g/abf(g;)deM(b_a)

O

Teorema 2. Si f es integrable en [a,b] y m < f(x) < M para todo x de [a,b] entonces

b
[ t@de= b~y
para un cierto p con m < pu < M
Demostracion. Tenemos por lo demostrado anteriormente que
1 b 1 b b
m< e [ e <M== [ f@)de = -0 = [ f@)is

O

Teorema 3. Si f es continua en [a,b] entonces

b
FEb—a) = / f(z)da

para un cierto & € [a, b]

Demostracion. Simy M son los valores méximo y minimo de f sobre [a,b] al ser f continua alcanza todos
los valores y por lo tanto f(£) = u por lo tanto

1) =5 [ f@do= 70— a) = [ f@)is
O

Teorema 4. Supdngase que f es una funcidn continua en [a,b] y que g es una funcion integrable y no
negativa en [a,b]. Demostrar que

/  f)gle)dz = £(6) / " (@)

con € € [a, b

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz 1of 4



Célculo Diferencial e Integral IT 21 de agosto de 2013

Demostracion. Tenemos que si m M son respectivamente los valores méximo y minimo de f sobre [a,b],
se tiene que

b
m < f(z) < M = mg(x) < f(2)g(z) < Mg(x) :m/ d:c</f Dde < M [ g(a)

en consecuencia

f f(z)g(x)dx
< f o(2) <
Por lo tanto existe £ € [a, b] tal que
Ju J(@)g(w)de
IGEES
© [ g()

Por lo tanto

£€) / " ola) = / ' f@)g(e)de

O

Vamosaprobar que2<f1 2_de<
Si f(x) = ;55 Tenemos entonces que fl x2+1d = 2+1(571)
con1<a<5
Ahora bien

l<a=1?<a®=>1f1<a? 1= !

- - - a?+1 7 12+1
1 1

a<5=a?<5’=a?41<5241=> ——

Por lo tanto

TP S RS NP RIS S SN ..
1241 a?+1 5241 "2 " a2+1 26
1 a? 25 b 50
= —-(5-1 — (-1 —bB-1)=2 —d —
30D < - <566-D </1x2+1$<13
Utilizar lo anterior para mostrar que
1 < T d <1
- " dr< =
V2 T Jo V142 TT
elegimos f(z) = 2= v g(z) = 2°
Por lo tanto
o 1 b 1
dr = 2%dy = —————
0o V1+a2 V1+€2Jo 7/ 1+ €2

como 0 < ¢ < 1 entonces
1 1

< <
TVI+12 7 71+ 7 V1402

Por lo tanto

—_

7{/@ -7
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Teorema 5. Sea f : [a,b] = R f acotada en [a,b]. Si f es continua en [a,b], excepto en un punto entonces
f es integrable en [a,b].

Demostracidn. Suppongamos que zg € [a,b] tal que f es discontinua en xg

- % ’ >g1+1 b

Sean xo, Tat1€ [a,b] tal que 29 € (T, Tat1) ¥ Tatl — Ta < . Como f es continua en [a,z,] ¥y

€
2(M—m)
[€a+1,b]  es uniformemente continua por lo tanto f es integrable en [a, 4] ¥ [Za+1, 0]

Construimos P:{xo, L1y ey Loy Lol onns xn} y tenemos entonces que

n

U(f,p) = L(f,p) = Y (Mi — mi)(w; — xi1) =

i=1

> (M; = mi) (@i — i) + (Mo = ) (T — Tag1) + Y (Mi —my)(z; — zi41)
i—1 i=at1

Para el primer sumando tenemos que f es continua por lo tanto integrable por lo tanto

[0}

Z(MZ — mz)(asl — ,Ii_l) < m Z(Zﬁz — .Ti_l) = m(b — a) = 1

i=1 i=1
Para el segundo sumando

(Mp — ma)(Ta — Tag1) < (M —m) (2o — Tar1) < (M — m)m - %

Para el tercer sumando, usamos el hecho de que f es continua e integrable en [xq41, ]

n

Z (M —m) (@i — @ig1) < Z 4(b€— a) (i —miy1) = ;(b —a) = i

i=a+1 i=a+1 4(b - a)
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Por lo tanto
n

S(f,p) = S(f.p) = Z(Mi —mi)(z; — xim1) < i + % + i =€
i=1

Por lo tanto f es integrable en todo [a,b] O

Teorema 6. Sea f : [a,b] = R, f acotada en [a,b], si f es continua en [a,b] excepto en un conjunto finito
de puntos, entonces f es integrable.

. Que pasa con una funcién con una cantidad infinita de discontinuidades?
Por ejemplo una funcién que es discontinua en una sucesién convergente de puntos del dominio de la
funcién

{ } 1
.......... Yq Ya¥o ¥y
a Y b

Sea {y,}n € N el conjunto de puntos de discontinuidad de f, que forma una sucesién convergente a 7, en
donde ~; € [a,b] para toda i=1,2,...,n como {v,} — 7, entonces:

Ve > 03N (e)fVK > N = |y, — | < e

es decir, que una infinidad de términos estaria encerrada en un intervalo tan pequeno como queramos y
fuera de él solo quedaria un nimero finito de términos de la sucesién; y por tanto todos los puntos en
donde la funcién es discontinua (la sucesién), estarian encerrados en un nimero finito de subintervalos.

Teorema 7. sea f : [a,b] = R f acotada en [a,b] si f es continua en [a,b], excepto en un conjunto de
discontinuidades que puede ser encerrado en un numero finito de intervalos con suma de longitudes tan
pequenia como queramos, entonces f es integrable en [a,b].

Definicién 1. Se dice que en un conjunto A C B tiene contenido cero si Ve > 0 3 intervalos Iy, I, ..., I,
tales que A C \J;_, I; y tales que > | U(I;) <€

Teorema 8. Sea f : [a,b] — R, f acotada en [a,b] y si f es continua en [a,b], excepto en un conjunto de
contenido cero, entonces f es integrable en [a,b].
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