Calculo Diferencial e Integral IT 9 de octubre de 2013

[ Métodos de Integracion J

Integrales de potencias de las funciones trigonométricas

Teorema 1. Si n es un entero positivo, entonces

n—1

sen rcosx n-—1 _
/sen”xdx:f + /sen" 22 dx
n n

Demostracién. Dado que sen™ z = (sen" ! z) (sen z), escogiendo u(z) = sen" 'z y v/(z) = sen z, se
tiene
u(z) =sen" 'z = u/(z) = (n—1) (sen"?z) (cos x)
v'(z) =sen z = v(z) = [v/(z) de = [sen x dv = —cos x

Por tanto aplicando la férmula de integracién por partes, se obtiene
/sen” x dr = /sen”*1 x sen x dr=—sen" 'z cos x4 (n—1) /sen"*Qx cos? z dx
= —sen" 'z cos z+(n—1) </ sen" 2z (1 —sen?z) dx) = —sen" 'z cos z4+(n—1) (/ sen" %z —sen” x) dm) =

= —sen" "'z cos x+ (n— 1)/5611”_237 de —(n—1) /sen”m dz

por lo tanto
/sen" xdr=—sen" 'z cos x4+ (n— 1)/sen”_2x de —(n—1) /sen"m dx
/Senn z dx+ (n— 1)/5611”33 dr = —sen" 'z cos x+ (n— 1)/sen”*23: dx
(/Senn z dx) (1+n—1)=—sen" 'z cos o+ (n— 1)/sen"*2x dx

n—1
—sen"""x cos x n—1 o
/sen" r dr = + ( ) sen” 2z dx

n n

Ejemplo.-Calcular / sen’z dx
Aplicando la férmula se tiene

9 _—senzxcosz 1 _ —senx cosa 1
/benxdx——Z +2/da¢——2 +2x—|—C
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Teorema 2. Si n es un entero positivo, entonces

-1
cos"txsenzx n-—1 _
/cos” T dx = + /cos” ¢ do
n n

Demostracion. Dado que cos™z = (cos" ! z) (cos ), escogiendo u(x) = cos™ 'z y v'(z) = cos w, se
tiene

u(z) =cos" 'z = u(z) = (n—1)(cos"?z) (—sen z)

v'(z) =cos z = v(z)= [v'(z)de= [cos x dz=sen z

Por tanto aplicando la férmula de integracién por partes, se obtiene
/cos” x dr = /cos’“1 x cos & dr=cos" 'z sen x+ (n—1) /005”72:1: sen’ z dx
=cos" !z sen z+(n—1) (/ cos" 2z (1 — cos® x) dx) =cos" !z sen x+(n—1) (/ cos" 2z — cos" x) dm) =

=cos" 'z sen x + (n— 1)/cos"_2 x dx — (n— 1)/(305" x dx

por lo tanto
/COS" x dr = cos" 'z sen x4+ (n—1) /005”_233 dx — (n — 1)/008”3: dx
/COS" x dr+ (n — 1)/005"37 dr =cos" 'z sen x+ (n—1) /cos"_Qa: dx
(/ cos" d33> (14+n—1)=cos" 'z sen =+ (n — 1)/005"‘2x dzx

~1
cos"T "z sen x n—1 _
/cos”xdxz —1—( )/cos" 2y da
n n

Ejemplo.-Calcular / cos® x dx

Aplicando la férmula se tiene

2 2 2 2
/cos?’xdm:w—i—g/cos mdxz%—i—g(sen x)+C
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Teorema 3. Si n es un entero positivo, entonces

tar® 3 dp — In|sec z|+C n=1
a wdr= %fftan"”xdm n#1

Ejemplo.-Calcular / tan? z dx

Aplicando la férmula se tiene

t
/tan2xdx: al;m—/dxztan r—x+C

Teorema 4. Si n es un entero positivo, entonces

. In|sen z|+C n=1
cot" x dr = et o feotn 2z de n# 1

n—1

Ejemplo.-Calcular [ cot®z dx

Aplicando la férmula se tiene

t2 t2
/cotgx dm:—COQ x—/cot mdx:—co2 x—ln\sen z|+C

Teorema 5. Si n es un entero positivo, entonces

n In|sec z+tan x|+ C n=1
sec” x dr = § goon—2

““x tan z n—2 n—2
=t .= [sec"2xdr n#1

Ejemplo.-Calcular / sec* z dx
Aplicando la férmula se tiene

2 2
t 2 t 2
/Sec4xdx:w+§/sec2 xdw:wwmnﬂc

Teorema 6. Si n es un entero positivo, entonces

/ n { In|csc —cot x|+ C n=1
esc” T dr = geen2

sc T cot x n—2 n—2
@e 2ol &y n=2 fege" 2xde n#l

Ejemplo.-Calcular / escx dx

Aplicando la férmula se tiene

csc xcot 1 csc? zcot 1
/csc3xda::—#+§/cscJ;dmz—#+§ln\cscx—cotJU|+C’
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