Calculo Diferencial e Integral IT 11 de octubre de 2013

[ Métodos Numéricos de Integracién J

Método del Rectangulo I

El método del rectangulo es el siguiente:

. b—a .
Para n € N, particionamos el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud h = —— es decir
n
P ={a=ty,ty,....,t, = b} con t; = a + ih y aproximamos

n n

/ f@)de =Y f(tia)(ti —tia) = ) f(tim1)h

i=1 i=1

Es decir, aproximamos cada integral en [t;_1,t;] por el drea del rectdngulo de base h y altura f(¢;_1),

y = £(x) _L»
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En otras palabras, calculamos la integral de la funcién que en cada intervalo [t;_1,t;) es constantemente
igual a f(t;_1)

n
llamamos I,, = h Z f(t;—1) y ya hemos visto que
i=1

b
lim I, :/ f(x)dx
n—oo a

desde luego hay un error cuando calculamos aproximadamente. Lo que nos preguntamos ahora es si
podemos medir o estimar el error cometido al calcular I,,.

Teorema 1. Sea f : [a,b] = R una funcién con primera derivada continua en [a,b]. Si My = Max|f'|,
[a,0]
entonces
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<hf(ti1) - : )

t; t;

fti—1)dx — f(z)dz

ti—1 ti—1

| ftie) — f(@)|de
;\/til

Por el teorema fundamental del cdlculo

flx) = f(ti1) = f ()t

Demostracion. tenemos que

I—/f

>

i=1

hf(ti—1) f(x)da:

se tiene entonces que

f(t)dt

ti—1

|f(z) — f(tic1)| =

S/ |f/(t)|dt§ Mldt:Ml(.T—ti,l)
ti—1

ti—1

Por lo tanto

h 2 h2
Z/ f(z) dx</ My (x —t;—1)dx = M, / udu:Mlu—\g:Ml—
tio1 — 0 2 2

udz:tdlm ! r=t; _1=>u=0

z=t; =>u=h

Por tanto
h? h?
< E / ( |d.’1§‘< E le—nM12

(b—a)? M (bfa)2
M, -
" 2n2 2 n

I—/f )dx

O

Observacion. Si conocemos una cota para M7, entonces podemos saber cudl es el valor de n que debe
tomarse para calcular la integral aproximada con un error dado.

2
. . f— 2
Ejemplo 1. Supongamos que queremos calcular aproximadamente / e~ * dr con un error menor a
0

0.1
tenemos que f(z) = e~®" por tanto f'(z) = —2ze~* y deducimos que |f'(z)| < 4 para z € [0,2] por

tanto para n € (N)
2
Iy —/ =y
0

8
- <0,1=
n

422 8
< =
—2n n

y para asegurar un valor < 0,1

<n=80<n

Para n=80 la férmula nos da I,,, = 0,89435
En maple obtenemos 0,8820813910
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Método del Trapecio I
La regla del trapecio es la siguiente:

Para n € N particionamos (de la misma manera que antes)P = {a = t,,t1,....,t, = b} cont; =a+ihy
aproximamos

b n . .
/ fla)de = 1 =Y w(ti )

Es decir, aproximamos cada integral en [t;_1,t;] por el drea del trapecio de altura h y bases f(t;—1) y

f(t:)
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En otras palabras, calculamos la integral de la funcién que en cada intervalo [t;_1,t;) es lineal y coincide
confent;_1yent;

Teorema 2. (Estimacion del error de la regla del trapecio). Sea f : [a,b] = R una funcidn con sequnda
derivada continua en [a,b]. Si My = Maxy, | f"|, entonces

SRTACR
— 12 n?

Iy — /ab f(x)dx

b— b—
Demostracion. Sea P una particién del intervalo [a, b] dada asi P = {a, < a> ,a+2 < a> ,o,a+n <
n

n

h—
? tenemos entonces que P ={a,a+ h,a+2h,--- ,a+nh =b}

si llamo h =

n
ahora llamamos ay, =a+ (k—1)h y ar +t=a+ (k—1)h +t donde t € [0, h)].

Definimos .
o(t) = / Flz) do — f(ar) +§(ak +1),

ag

Derivemos ¢(t)

o' (t) = flax +1t) — f(;k) B f(ak2+ t) tf’(az;ﬂ)

donde ¢'(0) =0
volvemos a derivar

¢"(t) = f'(ar +1) — f'(“’;Jr t_ f"(a; +1), f’(az;+ t) _ _f”(a; 1),
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por tanto

o'(t) =~ x Y,

Como f”(x) es continua en [a,b] entonces existen m, M tales que

m _ fap+t) M N m f”(ak—&—t)t

< 1 t<M oo
m< flatt) <M = 5 2 =73 7' ="

vamos a intagrar esta ultima desigualdad
M t? M 2 M
/%t < —/@”(t) < /?t = @5 < JH<=T = %tz <)< 70

volvemos a integrar esta tltima desigualdad

como

ak -+t a a a a aktt
—w(t):—</ f(z) gz — 11 ’“Hg( k+t)t> _ S ’“)Jr;( ’“+t)t—/ f(x) da

(22 k

entonces

ar+t M
%t3§ f(ak)-l—g(ak—i—t)ti/ fa) d:rgﬁt?’

ar
tomando ¢t = h

ne < Lo o), 7 ) < om0

k

tomando la suma desde &k = 1 hasta n
n
m. 3 flag) + flars1) /“k“ M 3
hp3 < JATR) D JATRT Ly < n—
n12h _3_1( 5 t . f(x) dx _n12h

ahora bien como My = max, | f” ()| entonces
n

—Ms, . flar) + flars) e M, .
nT2h‘3 S ; (zt — Lk f(l') dx) S nl—2hd

por tanto

—Msy b My,
<I,;— <n—
n D h® < I+ /Qf(x)da:_nmh

a .
como h = se tiene que

My (b—a\® b My (b—a\®
<I,— < p22
"9 < n > =t /af(x)dm—"m n
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por lo tanto
M2 (b — a)3
o3

—M> (b—a)3 b
n 122(bn3a) SInt—/ f(x)dx <n

y por lo tanto
(b—a)?
2

M,y
< 72
- 12 n

Iy — /ab f(x)dx

Método del Punto Medio '

La regla del punto mdio es la siguiente:
Para n € N particionamos (de la misma manera que antes)P = {a = t,,t1,....,t, = b} cont; =a+ihy

aproximamos
b n
/ f@)de ~ Iy = > _ f (a + (20 — 1)%) (h)
a =1

Es decir, aproximamos cada integral en [t;_1,t;] por el drea del rectdngulo de altura f(C;) y base t; —t;_1

4

a c-tCc+t b
En otras palabras, calculamos la integral de la funcién que en cada intervalo [t;_1,t;) es constante y
coincide con f en C; € [t;—1,1;]

Teorema 3. (Estimacidn del error de la regla del punto medio). Sea f : [a,b] — R wuna funcidn con
sequnda derwada continua en [a,b]. Si M3z = Maxy,y|f"|, entonces

(b—a)?®

2

< Ms
=

b
Inpm—/ f(z)dz

n
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