Calculo Diferencial e Integral IT 23 de octubre de 2013

[ Aplicaciones de la Integral J

Calculo de Areas de Regiones Planas I

Area de un conjunto limitado por la grafica de dos funciones

Para calcular el drea encerrada por las graficas de las funciones f,g : [a,b] = R

Consideremos una particién P = {a = g, 21, - ,2, = b} de [a,b], entonces una aproximacién al drea
es:

Ax Z(f(fl) —9(&)) Az, con A& € (w1, 3]y Ay, =xi— T
i=1
por lo tanto

A= lim ;msn - 9(&)As,
esta ultima expresién es una suma de Riemann, por lo tanto
b
A= [ (#(e) - gl))do

Ejemplo.-Calcular el drea de la regién limitada por y = 2® y = y®, donde « > 1 en [0, 1]
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tenemos que
a+1
Loy x e xotl 1 1 a—1

Ll a+1‘°:§+1_a+1_a+1

Si en el drea encerrada por las gréficas f, g estas dependieran de y en un intervalo [c, d]
1\
fo

8() €

de manera analoga se construye P = {c¢ = yo, y1, ..., yn = d} y tenemos que la aproximacion es:

n

AR (f(&) —9(&)Ay, con A& E vyl ¥ Ay =vi—via

i=1
por lo tanto

A= lim Z(f(&) —9(&))Ay,

esta iltima expresién es una suma de Riemann, por lo tanto

b
A =/ (f(y) — g(y))dx

Ejemplo.-Calcular el 4rea limitada porz =2 —y—y2yz =1y

En este caso primero tenemos que hallar los puntos de interseccién de las graficas
2—y—y’=y = —24+2+1*=0 = y=—1-V3,y=-1++3

por lo tanto
V3-1 V3-1 v3 | 1
A :/ (2—y—y*—y)dy =/ (2-2y—y*)dy = 2y—y*~ = Y371 = 24/3—2—(3—2V/3+1)—(6v/3—10) (3> =
0 0

3
23— =
V3 3
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Si la grafica de la funcién viene dada por las ecuaciones parametricas z = ¢(t) , y = ¥ (t) se tiene que

b ta ta
A= [t = [ Heop o= [

a = ¢(t1)=a
b = p(tz)=a

x

Ejemplo.-Hallar el drea limitada por la grafica de [cos(t),sen(t)] con ¢ € [0, 27]
El area pedida es el area del circulo unidad, es decir si consideramos primero el subconjunto del plano
donde y > 0 se tiene p(t) = cos(t) y ¥(t) = sen(t) por tanto

0

1 ™
A= / V1-—ax2dx = / (sen(t))(—sen(t))dt = / sen?(t)dt
-1 ~ i 0
z1=¢(t1)=—1 = —1=cos(t1) = t1=m
o=@ (tg)=1 = l=cos(ty) = to=0

B /” 1 —cos(2t) 1 (t sen(2t) |7T> oo
0 2 2 2 10 2
si y < 0 se tiene

1 2 2m )
= — — x2dx = — sen — sen = sen
a= [ —viza = [ ent)senteat = [ sen?(tyar

z1=¢(t1)=—1 = —l=cos(t;) = t;=m
zo=p(ty)=1 = l=cos(ty) = to=27

_/2”1—cos(2t)_1 t_sen(Qt) 2r .
e 2 2 2 ™) 2

Si la gréfica de la funcién viene dada en coordenadas polares r = f(6) y la regién sobre la cual vamos a
calcular el drea esta limitada por r = f(0) y los rayos § = o 'y 8 = § vamos a dar una particién de [a, f]
P={6y=a,b;..,0, = 5},

/N
/A6
ey / N/
s ~_/
r

/ L '\-\l/(H;L [A)
/ VALY
~

/ /’/ {_r=f6)

considerando el k-ésimo subintervalo [f5_1, 8] vamos a aproximar el drea por sectores circulares. El drea
del sector circular determinado por este subintervalo es:

1
Asector = 57'2 (ak)(ek - ok—l)

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz 3of4



Calculo Diferencial e Integral IT 23 de octubre de 2013

>'e

P o)
d§ T //
! &
B / .
0 ~
si sumamos desde 1 hasta n
n
1
N 2
A 57’ (Gk)(ﬂk 79]6_1)
k=1

haciendo crecer n

, 1
A= lim_ ; §r2(9k)(9k —0p_1)

esta tultima es una suma de Riemann, por lo tanto

A= (;) /j F2(0) do

Ejemplo.-Dada una circunferencia de radio 3 y centro en el origen, determinar el drea encerrada por ella
a partir de su ecuacion polar r = 3

Tenemos que
1\ [ .
A4(2>/2 3%dr =2 (9ro|? ) =9
0
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