Calculo Diferencial e Integral IT 26 de octubre de 2013

Aplicaciones de la Integral

Célculo de Areas de Superficies I

Para esto necesitamos primero hallar el area de un cono truncado.
Vamos a considerar el siguiente cono
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hacemos un corte y abrimos el cono, nos queda un sector circular

2ar

2
Tenemos que el drea de este sector circular es: A = 30

Por otro lado 2nr =40 = 60 = 2(£

por lo tanto

2 2 4

con esta férmula vamos a calcular el area del cono truncado

2 2
A=£—0=£—<2ﬂ>=mﬂ£
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Segun la figura

Acono chico — 7r7"1£1

Acono grande = TT2 (El + ()
por lo tanto

Acono trucado — 7r7'2(‘€1+€)_7”ﬂ1£1 = 7T((7"2—7"1)£1+T2£)

ahora bien por semejanza de tridngulos

4 Y4 /
Lt -1 = 1ol =1l + 118 = (7‘2—7‘1)61:7‘1£
r2 1
X por lo tanto

Acono trucado = 77'((7’2 - rl)zl + TZE) = 71'(7"1 + 7’2)Z

Areas de Superficies obtenidas al rotar la curva alrededor de eje X

Ahora consideremos una funcién f : [a,b] — R continua y tal que f(z) > 0V z € [a,b] y rotemos la

grafica alrededor del eje X
s
/‘ Ayiwm

Sea P = {a = wo,21,...,2n = b} una particién de [a,b] y tal que para cada [z;_1,z[i]] al formar los
segmentos [x;—1, f(zi—1)] ¥ [xs, f(2;)] v al rotarlos se forma un cono truncado

Vi — xi-1)? + (F(x1) — f (xi-1))? En este caso el drea del cono truncado es:

=/ e fexo A= 7@+ @)V @ — a7 T (@) — @)

|
!

aplicando el teorema del valor medio se obtiene
I

— e —

éi

A=rm(f(wi-1)+f(@i-1)V 1+ (f(&)*(xi—Ti-1) & €

Tomando la suma

superfzcze Z xz 1 + f(mz 1)) 1+ +(f/(§z))2(xz - xi—l) gi S ['ri—].)mi]

por lo tanto

n

Asuper ficie = 1im Z (flmimr) + flric) V14 (f'(&)2 (25 — 25-1) & € i1, x4

n—oo
i=1
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esta iltima es una suma de riemann, por lo que

A=2r / F@)VIT (F@)Pde

esta expresién nos proporcionara el drea de la superficie obtenida de girar la grafica de la curva y = f(x),
a < x < b respecto al eje X.
Ejemplo.-Calcular el drea de la esfera de radio r vista como superficie de revolicion
En este caso se tiene

y=+r?—z2 = y,:7—x
72 — x2 r2 — 2

y:
o 7

Radio
por lo tanto
~—Ejedegiro—= (& >
S T T o
—T
: A:27r/ r2x2\/1+(2) d:c:27r/ rdx = 47r?
' . r

Centro /
C — x2 —r

Areas de Superficies obtenidas al rotar la curva alrededor de eje Y

Ahora consideremos una funcién f : [a,b] — R continua y tal que f(z) > 0V z € [a,b] y rotemos la
grafica alrededor del eje Y

En este caso el area del cono truncado es:

A=m(zia +zi )V (@ —wi1)? + (f(2:) — flwi1))?

aplicando el teorema del valor medio se obtiene

A=m(wiy +xim) V14 (&) (s —wim1) & € [rim1, 4]

Tomando la suma
Asuper ficie = Zﬂ'(fifl +xi1)V 1+ (f(&))% (i —xic1) & € [wim1, x4
i=1

por lo tanto

n

Asuper ficie = nhHH;o Z (i1 + @)V 1+ (f(&))% (i —xic1) & € [mim1, @
i=1
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esta iltima es una suma de riemann, por lo que

b
A= 27r/ xy/ 1+ (f'(2))?dz

esta expresién nos proporcionara el drea de la superficie obtenida de girar la grafica de la curva y = f(x),
a < x < b respecto al eje Y.

Ejemplo.-Calcular el drea de la superficie obtenida girar la parabola y = 22 alrededor del eje Y de (1,1)
a (2,4)

en esta caso

Si se gira en torno al eje Y entonces

A= 277/1 zy/14 (f'(x))%de = 27r/1 zy/1+ (2z)%dx =

2 17
2
| 27r/ xV1+422dx = % Vudu = %(17%—5%)
1 2 ! u=144z2 5

du=8xzdx
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