Calculo Diferencial e Integral IT 27 de octubre de 2013

[ Aplicaciones de la Integral J

Volumenes de Sélidos de Revolucién (Rotacién alrededor del eje X)

Si se tiene una region R limitada por la grafica de una funcién f, las rectas x=a y y=b y el eje X
A

Lx=q rx=h

_~y=flx)

R

Queremos calcular el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar la region R alrededor del
eje X.

1

Para esto tomemos una particién P de [a,b], dada por P = {a = zg,21,...,2, = b} entonces quedan
definidos n restangulos que al rotarse alrededor del eje X, generan cada uno de ellos un cilindro curvo de
altura Az; = x; — x;—1, y si tomamos un &; € [x;_1,x;

el volumen del i-ésimo cilindro recto es

Vi=m (f(fi)2) (Ti—2i-1) =V = ZW (f(fi)2) (wi—wi_1)

por lo tanto

n

b 2
V= nlirroloZW (f(&)?) (mi—2im1) = 7T/ (f(z))" dx

i=1
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Ejemplo.-Hallar el volumen del sélido que se obtiene al girar alrededor del eje X el area delimitada
por f(z) =z y f(z) = 2?

En este caso

A

Para esto tomemos una particién P de [a,b], dada por P = {a = x¢,21,...,xz, = b} tenemos que en
cada subintervalo [z;_1, ;] podemos contruir un rectdngulo de ancho Az; = x; — x;_ y altura f(&;) con
& € [xi—1,2;] v al rotarlo se forma un cilindro

el volumen del i-ésimo cilindro recto es

Vi=m(af — 27 ,) (£(&) =7 (5 — mim) (i + xi-1)) (f(€))

=V ZTF (2 — i) (@i +25-1)) (f(E))

por lo tanto

n

b
V= nlingozﬂ((l"i —xi—1)(zi +xi-1)) (f(§) = 277/ z (f(x))dx

i=1

Ejemplo.-Calcular el volumen de sélido de revoluciéon que se genera al rotar alrededor del eje Y la
region limitada por la gréfica f(z) = 22, las rectas x = 1 y 2 = 3 y el eje x
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En este caso se tiene

3 et
V=27T/ w3dr = 21 <4 H’) =407
1

Area bajo la grafica de una funcién respecto a una recta y=mx+b I

Consideremos la gréfica de la funcién y = f(x) entre los puntos P(p, f(p)) y Q(q, f(q)) y sea R la regién
acotada por la grafica de la funcién y por la recta y = mx + b entre las perpendiculares a la recta por P

y Q

y=flx)

P C Y y=mx+b

y vamos a encontrar una férmula que nos proporcione el darea de R.
Para esto consideramos la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto z;

Tangentea f en (x;, f (x;))

ya

Y y=mx+b

y vamos a encontrar el area del rectangulo entre la tangente y la recta y = mx + b

ya o
v = flx) ‘
P C M y=mx+b
. \
a«  Areabuscada
| . R >
0 P q X
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Pare encontrar el drea buscada nos fijamos en la parte de la tangente y la recta

Tangentea f
en (x. flx))

se tiene que segun la figura

tana = f'(z;) y tan 8 = m, ademds

pB—a
Az Az
B
O = — = A = = A
cos(a) Au u cos(a) x sec(a)
B—a
B—a
78 - = A/ + tan2(a) + 1= Ary/TH (7 (@)
\
g También
Tangentea f 2 B
en . fi) f ) : cos(f—a) = Au _ A B cos a + sen avsen 3
| Az sec(a) cos
A v /5
i VA
’ = Az(cos 8 + sen 5 tan «)

de las identidades

1 1
tan? f+1=sec’f = tan’f+1=—— = cosfl= ———
cos? 3 Vtan? g +1

= cosf =

Sm»—
+

1 m

2
sen?f+cos’B=1 = senf=+/1-cos?f = senf = 1-() = senff= —=
m?+1 14+ m?

1

m
Al ser tana = f'(2;), cos f = ———=1y senf3 = ———
vm2+1 V1 +m?

se tiene que

Au = Az(cos f + sen S tan o) = Az (\/mi = + \/le2 f/(%))

Ahora solo nos falta encontrar la longitud de la altura del rectangulo

Para esto podemos utilizar la férmula de la distancia de un punto a una recta

(s oy =ma ) = I 0
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de esta manera el area del i-ésimo rectangulo es:

_ 1 m 1(o _|f($i)_mxi_b|

por lo tanto

~ y ! m ey .|f(l"i)—mxi—b\
AN;Am<¢m2+1+\/Hm2”m> N

y por lo tanto

- 1 m |f(z;) — mx; — b 1 4
A= lim Ax + (a5 ) = / x)—ma—b)(1+mf'(x))dx
i 380 (g o ] = i [ ma s @)
Ejemplo.- Calcular el drea limitada por la grafica de la funcién f(z) = x4+ senz desde (0,0) hasta (m, 7)
ylarectay=x—2
y En este caso se tiene m = 1, f(z) = = + senz,
mx+b=2x—2,p=0yq=2n por tanto

1

27
S / (-sen 2 (2—2)) (1+1(14cos ) dz
[T

1 27
:5/ (2senz +senzcosx + 4 + 2cosx)dr = 4w
0
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