Calculo Diferencial e Integral IT 30 de octubre de 2013

[ Aplicaciones de la Integral J

Si un objeto se desplaza en linea recta con funcién de posicién s(t), entonces la fuerza F sobre el objeto
(en la misma direccién) estd definida por la segunda ley de newton del movimiento.
F es el producto de su masa m por su aceleracién

En el caso de aceleracion constante la fuerza F también es constante y el trabajo realizado estd definido
como el producto de la fuerza F por la distancia d que el objeto recorre

w=Fxd

Si F se mide en newtons y d se mide en metros la unidad del trabajo sera el Joule

Si F se mide en libras y d se mide en pies la unidad del trabajo sera el libra-pie~ 1.36 Joules

Suponga que el objeto se desplaza a lo largo del eje X en la direccién positiva desde z = a hasta = = b
y en cada punto x entre a y b una fuerza f(z) actia sobre el objeto, donde f es una funcién continua.
Si dividimos [a, b] en n subintervalos P = {a = x¢, 1, ..., &, = b} en cada [zy_1,z%] tomamos un z} y la
furza en ese punto es f(z}).

El trabajo que realiza el objeto desde xp_1 a xj es:

de esta manera el trabajo total que realiza el objeto a lo largo del intervalo [a, b] es:
n n
we Y f@)Ae, = we= lim Y f(@i)As,
k=1 k=1
esta tultima expresién es una suma de Riemann, por lo que

w = /abf(x)dx

Ley de Hooke. La fuerza para estirar o comprimir un resorte por abajo de su limite de elasticidad es
directamente proporcional a la magnitud x de lo estirado o comprimido.

F(z) = kx

en donde k es una constante

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz 1of 3



Calculo Diferencial e Integral IT 30 de octubre de 2013

Para determinar el trabajo que se efectiia al estirar o comprimir un resorte una longitud b,

F ()=kx

COQTQOVO D — (000000
-L 0 T b 0 T b L
considérese una particion P = {a = xg, 1, ...,x, = b} del intervalo [0,d], y un punto muestra z} en el
i~ésimo subintervalo [z;_1, z;] de la particién.
r, | T z; : l
} ——T et |
-L 0 z;_, L, b 0 ;r;k b I
7>‘ Az, }« — Az, |-

Por la ley de Hooke, la fuerza que actia en = durante el estiramiento es:

F(a})ka

K3 K2

Entonces el trabajo w; que se efectia a lo largo de [z;_1, ;] es
w; = F(2])Ay, = kxi Ay,

Por lo que el trabajo que se realiza a lo largo del estiramiento é compresién desde 0 hasta b es:

n

b
w:nh_{rgoz:kxiAm = w:/o kx dx

=1

Ejemplo.-Una fuerza de 40 newtons se requiere para estirar un resorte desde su longitud original de 10
cm a una longitud de 15 cm. jCuénto trabjo se hace al estirar el resorte desde 15 a 18 cm?
Para esto notemos que el resorte esta estirado 5 cm=0.05m. Esto quiere decir que f(0,05) = 40, de modo

que
40

0,05

Poe eso f(x) = 800z y el trabajo hecho para estirar el resorte de 15 a 18 cm es:

0,06k =40 = k= = 800

0,08 1'2

w= / 800z dz = 800— |70s = 1,56

2 )
0,05
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Ejemplo.- Un depésito de agua tiene la forma de un cono invertido de altura igual a 10 m y radio
de la base de 4 m. Se llena con agua el depdsito hasta alcanzar una altura de 8 m. Calcule el trabajo
que se requiere para vaciar el agua del depésito mediante bombeo por la parte superior del depdsito. (La
densidad del agua es 1000 %)

En este caso se tiene considerar una particion de la
altura del cono en n subintervalos y a una profun-
didad z; nos fijamos en la i-ésima capa en forma de
cilindro de radio r; y altura A,

10m Para calcular r; por semejanza de triangulos tene-
mos

' r; 4 2 *
= — = .= — 10— B}
-2 10 ~ " pl0-w)

Por lo tanto el volumen de la i-ésima capa es

4
, Vi~ 2, = %(10 —2)2A,
de modo que su masa es: densidad x volumen

4
1000 x %(10 —2)2A, = 1607(10 — 27)2A,

La fuerza necesaria para subir la capa debe superar la fuerza de gravedad y de este modo
F; =mig = (9,8)(160m(10 — x7)?A,) =~ 15707(10 — x7)?A,

Cada particula de la capa debe viajar una distancia x;. El trabajo w realizado para subir esta capa hasta

lo alto del depésito es:
w; ~ Fyr} =~ 15707(10 — x7)%A,

por lo tanto el trabajo de vaciar el depdsito esta dado por

e 2 10 ) 2048
lim Z 15707(10 — 7)) A, = 15707 (10 — z)“dz = 15707 5
i=1 2

n— oo

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz 30of3



