Cdlculo Diferencial e Integral II

3 de septiembre de 2013

Teorema Fundamental del Cdlculo) I
T
)= [

Si consideramos

Tenemos que

F(x)-F(a) =

Si x esta suficientemente cercano a «, la diferencia

F(z) — F(a) = (x — a)f(a) es decir F(z) — F(a) = f(«a)
(x—a)f(@)

. l

l Ll l
T T
a a X b
i F(x)—F(a)
FO-F@~fl@x-a)>———~f(@
Si x y « estan suficientemente cercanos
F(@) = F(@) _ o)
T —«
Es de esperar que
lim Flz) - F(a) = f(«a)
o €T —
Por lo tanto
F'(a) = f(a)
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x
De esta manera se tiene que F'(x) = / f es una primitiva de f, por lo tanto pertenece al conjunto de
a

/ f(z)dz
Algunas propiedades:
Si F es una primitiva de f y G es una primitiva de G

primitivas de f al cual llamamos

/ (F(2) + g(x)) dz = F(z) + G(z) + C
por otro lado
[ o+ [ gla)ds = F@) + €1+ Gla) + Co

si tomamos C = Cy + C5 tenemos que

[ @+ @) de= [ o+ [ gz
Ahora bien
/ kf(2)ds = kF(z) + Cy
mientras que
k/f(a:)dx — k(F(z) + Co) = kF(z) + kC
v tomando Cy = kCy se tiene que
/kf(x)dm _ k/f(x)d:c

Ejemplos.-Hallar las integrales

1) /axdx: * ¢

Justificacion:

d(ln(a) +C> _ (@) _ 1 d) _ 1 a’In(a) =a
dr dz In(a) dx In(a)

1 T

x

Justificacion: Segun la identidad

1
cos (g) Y R cLC)) c2os(a:) = 2cos? (g) =1+ cos(x)

1 B 1 B sec? (%)
/1+cos(x)dx_/20052( )dx—/ 2 de
n (3

dtan (3) +C  dta
dx - dx 2
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Justificacién:
r —2a _zrz—a—(r+a)  xT—a (r+a) 1 1
a2 —22  2a(z2—a?)  2a(x2—a?)  2a(22—a2?) 2a(22—a?) 2a(zr+a) 2a(z-—a)
In(z+a) In(z+a)
d(i (ln(acha)) +C) 1 d (111(;c Z)) B id(ln(x—l—a) —In(z —a)) 1 11
dx T 2 dx  2a dx 2a\z+a z-—a
1 1
4) /ﬁdm arctan( ) +C
a“+x a
Justificacién:
1 1 1

a? + 22 ¥1+(£)2
d(larctan( )+C) 1 1 1

dx a1_|_(§)2 a

Teorema 1. (2do Teorema fundamental del cilculo) Sea f : [a,b] — R integrable en [a,b] si g : [a.b] = R
es cualquier funcion derivable, tal que ¢'(x) = f(x) Vo € [a,b] entonces

[ r=90 -0

Demostracion. Sea P una particién del intervalo [a,b] P = {zg,z1, - ,2,} entonces para el intervalo
[xi—1, ;] se tiene que segin el teormea del valor medio

g(wi) — g(wi—1)

p—— =9'(x7) = g(@)—g(zi-1) =g' @) (wi—zi1) = g(2i)—g(@i-1) = f(])(@i—2i1)

por otro lado si

m; = inf{f(z) |z € [xvi-1,z:]} y Mi=sup{f(z) |z € [wi-1,zi]}

entonces
m; < fxf) <M = my(x; —wi1) < f(o]) (2 —2i-1) < Mi(2; —25-1)

n n
= m(zi—xi—1) < g(xi)—g(wi1) < Mi(zi—2i-1) th zi—zi1) < Y gla)—g(wi1) <Y Mi(wi—2; 1)

S(f,P) < g(b) = g(a) <S(f,.P) = sup(S(f,P)) < g(b) — gla) < inf (S(f, P))

;»/f<g ()S/abf = /abf—g(b)g(a)
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Ejemplos.- Hallar la derivada de F'(z) = /

Fl(z) = (/ S —;

Para esto se tiene que

2

Hallar la derivada de F(z) = / sen(t)dt

Para esto vamos a definir

de tal manera que

ademas

T 1+ sen?(x)
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