Calculo Diferencial e Integral 1T 10 de septiembre de 2013

Criterios de Convergencia de las Integrales Impropias

Lema 1. Sea f : (a,b] — R integrable en [t,b] V t € (a,b], no negativa y no acotada. Entonces la
funcion

b
F(t) :/ f(z)dz
t
es decreciente
Demostracion. Sity,ts € (a,b] son tal que ¢; <ty entonces se tiene que
b ta b b
F(ty) = | fl)de= | [flx)de+ [ fla)de> [ f(z)de=F(ts)

t1 t1 to t2

por lo tanto f(t1) > F(t2) v F es decreciente O

Teorema 1. Sea f : (a,b] — R integrable en [t,b] ¥V t € (a,b], no negativa y no acotada. Entonces

b b
/ f(x)dx es convergente << F(t):/ f(x)dx esta acotada superiormente
at t
b
Demostracion. (é)Si/ f(z)dx es convergente entonces
at

b
lim / flz)dr = lim F(t)=LeR
¢

t—a¥t t—a™t

como F'(t) es decreciente entonces F(t) < L y por tanto F'(t) esta acotada superiormente
(«)Si F(t) esta acotada superiormente existe

sup{F(t) | t€ (a,b]} =«

vamos a ver que a = h’m+ F(t) Sea € > 0. Entonces existe t' € (a,b] tal que o — e < F(t') luego si ¢t < ¢’
t—a

como F'(t) es decreciente
a—e<F{') < F(t)

por otro lado
Ft)<a<a+e

a—e<F{')<F{t)<a<a+e = a—-e<Flt)<a+e = |F{t)—a|<e
lim F(t) =«

t—a™t
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Criterio de Comparacion

Teorema 2. Suponga que a < b yV x € (a,b), 0 < f(z) < g(x). Si f,g: [a,b) = R son integrables y

Og/atfé/:g

(s>

. . . t .
es un conjunto acotado superiormente, entonces tiene supremo; como F(t) = fa f es creciente, entonces

f:g convergente entonces faf f también

Demostracion. Como

entonces el conjunto

el limite cuando ¢t — b~ de F existe y por tanto
b
/ f existe
a
Ejemplos.-Determinar la convergencia o divergencia de las integrales impropias
1
1
0o T°t+x

s 1
b ———dx
) /2 VB —=z)(z-2)
™ sen(x)
c) /0 mdw

Para la primera tenemos que

) 1 1 i S|
+r<2zr = —< = —dx <
2 T 2?4z 0 2z 0 T2+z

pero la primer integral es divergente pues

1 1
1 1 1 1
; %de = 5/0 ;dm =3 (In(1) — In(0)) el cual P

por lo tanto

1
1
a) / 5 dx es divergente
0 r*+x

Para la segunda integral se tiene
3 1

—_—dx
25 /(3 —z)(z —2)

dx +

3 1 2,5 1
S S M
/2 VB —2x)(z—2) /2 V@B —z)(z—-2)

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz 2 of 3



Calculo Diferencial e Integral 1T 10 de septiembre de 2013

Para el primer sumando

B—xz)(z—-2)>

GG \/ V2 1
3-o)w-2 f - \/x—22\/(3—m)(m—2)

2,5 1 25 /3
— _dz < =V2(2Vx
2 VB —2)(z—-2) = 2 vV —2 ( ‘ )

Para el segundo sumando

V@B —z)(z—-2) 3¢ V2 > L

B-z)(r-2)= V2 VBi JB-0@-2)

s B S S, a = VR (VB wfis) =
3

1
/ ——————dx es convergente
2 VB —z)(x—2)

Existen criterios analogos para las integrales impropias de funciones continuas definidas en intervalos no
acotados

Criterio de Comparacion

+oo
Teorema 3. Suponga que ¥V z > a, 0 < f(z) < g(x). Si / g es convergente entonces f;oo f también
a
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