Célculo Diferencial e Integral IT 9 de agosto de 2013

Sumas Superiores e inferiores (6 Sumas de Riemann)

Definicién 1. Sea f : [a,b] — R. Se dice que f esta acotada superiormente sobre [a,b], cuando existe
algin M € R tal que f(x) <M Yz € [a,b

Definicién 2. Sea f : [a,b] — R. Se dice que f esta acotada inferiormente sobre [a,b], cuando existe
algin m € R tal que f(x) >m VY z € [a,b]

Definicién 3. Una particion del intervalo [a,b] es un subconjunto P = {a = xg,x1,-++ , &, = b} C [a,b]
tal que a = xg < x1 < -+ < wp =b y la denotamos Py p)

X0 X1 X X3 Xil X X';'—z x:l—l {"

T T T

a I b

1123
Ejemplo.- P = {O, 3337 1 ¢ es una particién de [a, b] y esto lo denotamos P € Py, )
Para ¢ =1---,n el n-ésimo subintervalo de P serd [x;_1, ;].

Definicion 4.
m; = inf flz;_1, 2] = Inf{f(x) : z € [x;_1, 7]}

M, = sup flri—1,z;] = sup{f(z) : ® € [x;_1, z4]}

Aj =z —
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Definicién 5. Para cada particion Py, y) se tiene que

n
§(f,P):ZmiAi Sumas Inferiores para f sobre P
i=1

g(f,P):ZMiAi Sumas Superiores para f sobre P
i=1

a=xy X] X X3 X4 X5 Xg

S(LP)

Lema 1. Para toda particién P de [a,b] se tiene que S(f, P) < S(f, P)
Demostracion. Como m; < M; entonces
n n _
S(f,P) = midi <Y M;A; =5(f,P)
i=1

=1

O

Definicién 6. Dada una particion P € Plqp) decimos que Q es un refinamiento de la particion P sobre
[a,b] si P C Q
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Ejemplo.-Un refinamiento de P = {0 3'3'3' 7 1} es P* = {O, fffff 1}

Teorema 1. Si @ es un refinamiento de P, entonces

a) S(f,Q)=S(f,P) y b) S(f,Q) <5(f P)

Demostracion. Supongamos que Q es un refinamiento de una particién P de [a, b]. Entonces Q contiene
todos los puntos de P, y quizas algunos mas. Vamos a considerar el caso donde @ contiene solo un punto
mas que P. Dicho punto lo denotaremos z, € [zx_1, k). DE esta forma

Q = {x()amh"' 7xkflax27$k7"' ,.’En}
por tanto tenemos que
Para el inciso a)
k—1 n
S(£,Q) = mili +f flag_y, xj](wf — wp1) + Inf flaf, ap](wn —ap) + D miA,
i=1 i=k+1
k—1 n
> mi; +mg (g — apo1) Fm(ok —ap) + Y mid
i=1 i=k+1
k—1 n n
=Y mili (o, —apn) + Y mili =) mid; = S(f, P)
i=1 i=k+1 i=1
S(£,Q) = 5(f.P)
Para el inciso b)
B k—1
S(f,Q) = ZMiAi + sup fleg—1, 23] (2} — 2p—1) + sup flog, 2)(zr — 21) Z M4
=1 1=k+1
k-1
SZMzAz+Mk( — T 1)—|—Mk xk—xk Z M;A;
i=1 i=k+1
k—1
=Y Ml + My(wy — w-1) Z M;A; —ZMAq =5(4,P)
i=1 i=k+1

S(£.Q) < S(f.P)

Teorema 2. Si P y Q son particiones cualesquiera de [a,b], entonces S(f, P) < S(f,Q)
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Demostracion. Supongamos que P y Q son particiones cualesquiera de [a,b]. Entonces PQQ es un
refinamiento tanto de P como de Q y segiin el resultado anterior S(f,Q) < S(f,PUQ) vy S(f,Q) >
S(f,PUQ) de esta forma se tiene que

S(f.P)<S(£,PJQ) <S(+.P|JQ) <5(£.Q)
S(f,P) <S8(f,Q)

Definicién 7. Sean
A={S(f,P): P es particion de [a,b]}

B={S(f,P): P es particion de |a,b]}

Tenemos que todo elemento de A es < que todo elemento de B, por lo tanto, el conjunto A esta
acotado superiormente y por tanto existe sup A

Definicion 8.

b
/ f=supA=sup{S(f,P): P es particién de [a,b]}

esta cantidad es llamada la integral inferior de f sobre [a, b]

De manera analoga tenemos que todo elemento de B es > que todo elemento de A, por lo tanto, el
conjunto B esta acotado inferiormente y por tanto existe inf B

Definicién 9.
b
/ f=1inf B=inf{S(f,P): P es particién de [a,b]}

esta cantidad es llamada la integral superior de f sobre [a, b]

Teorema 3. Si f es una funcidn definida y acotada en [a,b], entonces ambas integrales, la inferior y la

superior existen y ademds
b T b
RN
Ja_ a

Demostracion. Dado que todo elemento de A es < que todo elemento de B de la desigualdad sup A < inf B

se sigue
b b
RN
Definicién 10. Una funcion f definida y acotada sobre [a,b] es integrable si

b b
L=
Ja_ a
en este caso al valor comun de estas integrales lo llamaremos La integral de Riemann de f sobre [a,b] y

la denotaremos .
|1
a
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Ejemplo.-Sea f : [a,b] — R dada asi: f(z) =e* V2 € [a,b].
En este caso f es una funcién acotada y si P = {xg, 1, -+ , 2} = {a, a+ b*Ta,a + 21’*7“, a+ 3“7‘1, e a+ nb*Ta = b}
es una particién sobre [a, b] entonces

m; = fnf{f(x) rri << xz} = e%i-1 para t=1,2,,---,n

M; =sup{f(z): 2,1 <z <z;} =€ para i=1,2,,---,n
por lo tanto

§(f’ P) — émzAz — iewil(xi_xil) _ iewil (b_na> _ zn:ea-l-(i—l)b*T“ (b ; (l) — el (b ; CL) ie(i—l)bna

i=1

b— n _a\ (1—1) bh— 1 — gb—a
€a< a)Z(Bb"> = e“( a>65a
n ~~ n l—ew

i—1 f .
¢ I4rr2frd g ppn =1zt

Para hallar el supremo debemos recurrir al limite

— b—a b—a
b—a\ 1—eb @ — b=
lim e® — =" (1 6b*“) lim —2— = " (1- eb*“) lim ——2~—
n—00 n 1—en n—00 ] — e m n—oo _e7n ,%)
Lhopital n

_ _ea(l _ eb—a) _ eb _ ea
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