
Cálculo Diferencial e Integral II 12 de agosto de 2013

Continuación: Sumas Superiores e inferiores (ó Sumas de Riemann)

Ejemplo.-Sea f : [a, b]→ R dada asi: f(x) = ex ∀ x ∈ [a, b].
En este caso f es una función acotada y si P = {x0, x1, · · · , xn} =

{
a, a+ b−a

n , a+ 2 b−an , a+ 3 b−an , · · · , a+ n b−an = b
}

es una partición sobre [a, b] entonces

Mi = ı́nf{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = exi−1 para i = 1, 2, , · · · , n

y
Mi = sup{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = exi para i = 1, 2, , · · · , n

por lo tanto

S(f, P ) =

n∑
i=1

Mi∆i =

n∑
i=1

exi(xi−xi−1) =

n∑
i=1

exi

(
b− a
n

)
=

n∑
i=1

ea+(i) b−a
n

(
b− a
n

)
= ea

(
b− a
n

) n∑
i=1

e(i) b−a
n

= ea
(
b− a
n

) n∑
i=1

(
e

b−a
n

)(i)

=︸︷︷︸
1+r+r2+r3+···+rn= 1−rn+1

1−r

ea
(
b− a
n

) 1−
(
e

b−a
n

)n+1

1− e b−a
n

− 1

= ea
(
b− a
n

) 1−
(
e

b−a
n

)n+1

−
(

1−
(
e

b−a
n

))
1− e b−a

n

= ea
(
b− a
n

) e
b−a
n −

(
e

b−a
n

)n+1

1− e b−a
n

= ea
(
b− a
n

)
e

b−a
n

1−
(
e

b−a
n

)n
1− e b−a

n


= ea

(
b− a
n

)
e

b−a
n

(
1− eb−a

1− e b−a
n

)
Para hallar el supremo debemos recurrir al limite

ĺım
n→∞

ea
(
b− a
n

)
e

b−a
n

1− eb−a

1− e b−a
n

= ea
(
1− eb−a

)
ĺım
n→∞

e
b−a
n ĺım

n→∞

b−a
n

1− e b−a
n

=︸︷︷︸
Ĺ́hopital

ea
(
1− eb−a

)
ĺım
n→∞

− b−an2

−e b−a
n

(
− 1
n2

)
= −ea(1− eb−a) = eb − ea

por lo tanto ∫ b

a

ex = sup{S(f, P ) : P es partición de [a, b]} = eb − ea

y ∫ b

a

f = ı́nf{S(f, P ) : P es partición de [a, b]} = eb − ea

por lo tanto ∫ b

a

f = eb − ea =

∫ b

a

f

por lo tanto f es integrable sobre [a, b] y

∫ b

a

f = eb − ea

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz 1 of 4



Cálculo Diferencial e Integral II 12 de agosto de 2013

Ejemplo.-Sea c ∈ R sea f : [a, b]→ R dada asi: f(x) = c ∀ x ∈ [a, b].
En este caso f es una función acotada y si P = {x0, x1, · · · , xn} es una partición sobre [a, b] entonces

mi = ı́nf{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = ı́nf{c} = c para i = 1, 2, , · · · , n

y
Mi = sup{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = sup{c} = c para i = 1, 2, , · · · , n

por lo tanto

S(f, P ) =

n∑
i=1

mi∆i =

n∑
i=1

c(xi − xi−1) = c

n∑
i=1

(xi − xi−1) = c(xn − x0) = c(b− a)

y

S(f, P ) =

n∑
i=1

Mi∆i =

n∑
i=1

c(xi − xi−1) = c

n∑
i=1

(xi − xi−1) = c(xn − x0) = c(b− a)

por lo tanto ∫ b

a

f = sup{S(f, P ) : P es partición de [a, b]} = sup{c(b− a)} = c(b− a)

y ∫ b

a

f = ı́nf{S(f, P ) : P es partición de [a, b]} = ı́nf{c(b− a)} = c(b− a)

por lo tanto ∫ b

a

f = c(b− a) =

∫ b

a

f

por lo tanto f es integrable sobre [a, b] y

∫ b

a

f = c(b− a)

Ejemplo.-Sea f : [0, 1]→ R dada asi: f(x) =

{
1 si x ∈ I

⋂
[0, 1]

0 si x ∈ Q
⋂

[0, 1]
En este caso f es una función acotada y si P = {x0, x1, · · · , xn} es una partición sobre [0, 1] entonces

mi = ı́nf{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = ı́nf{0, 1} = 0 para i = 1, 2, , · · · , n

y
Mi = sup{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = sup{0, 1} = 1 para i = 1, 2, , · · · , n

por lo tanto

S(f, P ) =

n∑
i=1

mi∆i =

n∑
i=1

0(xi − xi−1) = 0

n∑
i=1

(xi − xi−1) = 0(xn − x0) = 0

y

S(f, P ) =

n∑
i=1

Mi∆i =

n∑
i=1

1(xi − xi−1) = 1

n∑
i=1

(xi − xi−1) = 1(xn − x0) = 1(1− 0) = 1
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por lo tanto ∫ 1

0

f = sup{S(f, P ) : P es partición de [0, 1]} = sup{0} = 0

y ∫ 1

0

f = ı́nf{S(f, P ) : P es partición de [0, 1]} = ı́nf{1} = 1

por lo tanto ∫ 1

0

f = 0 6= 1 =

∫ 1

0

f

por lo tanto f no es integrable sobre [0, 1]

Teorema 1. Si f : [a, b]→ R es una función acotada sobre [a, b] entonces f es integrable sobre [a, b] si y
solo si ∀ ε > 0 ∃ Pe ∈ P[a,b] tal que S(f, Pε)− S(f, Pε) < ε

Demostración. (⇒)Sea ε > 0, sea ε0 =
ε

2
> 0

Como ∫ b

a

f = sup{S(f, P ) : P es partici0́n de [a, b]}

entonces ∃ P1 partición de [a, b] tal que∫ b

a

f − ε0 < S(f, P1) ≤
∫ b

a

f

y como ∫ b

a

f = ı́nf{S(f, P ) : P es partici0́n de [a, b]}

entonces ∃ P2 partición de [a, b] tal que∫ b

a

f < S(f, P2) ≤
∫ b

a

f + ε0

Sea Pε = P1

⋃
P2, se tiene que∫ b

a

f − ε0 < S(f, P1) ≤ S(f, Pε) y S(f, Pε) < S(f, P2) ≤
∫ b

a

f + ε0

∴ S(f, Pε)− S(f, Pε) <

∫ b

a

f + ε0 −

(∫ b

a

f − ε0

)
=︸︷︷︸∫ b

a
f=

∫ b
a
f

2ε0 = 2
ε

2
= ε

(⇐) Supongamos que ∀ ε > 0 ∃ Pe ∈ P[a,b] tal que S(f, Pε)− S(f, Pε) < ε
como

S(f, Pε) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ S(f, Pε)
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entonces

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f ≤ S(f, Pε)− S(f, Pε) < ε

∴ 0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f < ε⇒
∫ b

a

f =

∫ b

a

f

por tanto f es integrable sobre [a, b]

Ejemplo.-Sea f : [0, 1]→ R dada por f(x) = x y sea Pn = {0, 1

n
,

2

n
, · · · n

n
}

se tiene esntonces que

S(f, Pn) =

n∑
i=1

Mi∆i =

n∑
i=1

f(xi)∆i =

(
1

n

)(
1

n

)
+

(
1

n

)(
2

n

)
+· · ·+

(
1

n

)(n
n

)
=

1

n2
(1+2+3+4+· · ·+n)

=
1

n2

(
(n)(n+ 1)

2

)
=

1

2

(
1 +

1

n

)
y

S(f, Pn) =

n∑
i=1

mi∆i =

n∑
i=1

f(xi−1)∆i =

(
1

n

)(
1

n

)
+

(
1

n

)(
2

n

)
+· · ·+

(
1

n

)(
n− 1

n

)
=

1

n2
(1+2+3+4+· · ·+n−1)

=
1

n2

(
(n− 1)(n)

2

)
=

1

2

(
1− 1

n

)
∴ S(f, Pn)− S(f, Pn) =

1

2

(
1 +

1

n

)
− 1

2

(
1− 1

n

)
=

1

n

este último valor puede hacerse tan pequeño como se quiera tomando n suficientemente grande
por lo tanto f(x) = x es integrable sobre [0, 1]
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