Teorema de la Funcion Inversa

Para el caso de una funcion F : U € R? — R? se tiene
v y
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Nuestro problema es, dadas las funciones = f(u,v) y y = g(u,v) que describen a z,y como funciones
de u, v, cuando es posible establecer ”funciones inversas”que describen a u y v como funciones de x, y.
Es decir queremos tener

(F~" o F)(u,v) = F~ (F(u,v)) = F~\(2,9) = F~ (f(u,0), g(u,0)) = (u, )

(FoF ™) (x,y) = F(F~!(x,y)) = F(u,v) = F(o(z,y),¥(z,y)) = (z,3)

Un caso particular del Teorema general de la funcién implicita es el Teorema de la funcién inversa.
Dado un sistema de n-ecuaciones

fl(x17$27 ,In) =

f2($179927-~-7$n):y2 . .
. Tratamos de resolver las n-ecuaciones para 1, To,...x,como funciones de yi1, Yo, ...Yn.

fa(@1, T2, s Tn) = Yn

Esto es, estamos tratando de invertir las ecuaciones del sistema anterior, que es algo analogo a formar
los inversos de funciones como senx = y y e* = y, sélo que esta vez se intentard con funciones de
varias variables. La cuestion de existencia se responde por medio del teorema general de la funcién
implicita aplicado a las funciones y; — fi(x1,xa, ..., x,) con las incognitas x1, xa, ..., z,. La condicién de
existencia para la solucién en una vecindad del punto xg es que el determinante de la matriz D f(zg) y
f=(fi, fa,...fn) sean distintos de cero. Explicitamente:
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Mas atn, si consideramos las expresiones:

G(x,y,u,v) :x—f(u,’u) =0
H(‘rvyvu?v) Zy—g(u,v) =0



Lo que pretendemos es ”despejar’de ella a u y v en términos de = e y y poder establecer asi las
funciones u = ¢(z,y),v = ¥(z, y). Entonces el T.F.Im. (tercera versién) nos da las condiciones para que
podamos hacer esto. Sea P = (z,y,u,v)eR* un punto tal que G(p) = H(p) = 0. Supongamos que en
ACH) |
O(u,v)
en P, entonces es posible "despejar’de ellas a u y v en terminos de x e y, y establecer asi funciones
u = p(z,y),v = p(z,y) definidas en una vecindad V de (z,y) = F(u,v), las cuales tienen derivadas
parciales continuas en V' que se pueden calcular como

oG 9f oG 9f OH 99 OH 9y

una bola de centro en P las derivadas parciales de G y H son continuas. Si el jacobiano
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Por lo tanto: o = — 9V
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Por lo tanto: — = v
0 o(f.9)
A(u,v)
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@ _ d((u, ) _ 1 det ou Oz _ 1 det ou _ u
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En resumen tenemos: Sean f,g : U C R? — R funciones definidas en el conjunto abierto U de
R2. Sean x = f(u,v), y = g(u,v). Suponga que alguna bola B de R? con centro (u,v), las derivadas
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parciales ——, — —= son continuas. Si el jacobiano
d(u,v)

90’ 9’ 9u’ Do es no nulo en (u,v) entonces 3 una
vecindad V' de z,y donde podemos definir ”funciones inversas”u = ¢(x,y),v = ¢¥(x,y) es decir tales que
u=ex,y),v=uvxy),y flelxy),v(x,y) =z, g9(p(z,y),Y(x,y)) =y para (x,y)eV las cuales tienen
derivadas parciales continuas en V' que se calculan como
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Dada la funcién inversa F'~!(z,y). Esta tiene por funciones coordenadas a las funciones u = p(x,y).
Es decir F~1(2,y) = (u,v) = (¢(z,y),¥(x,y)). La matrix jacobiana de esta funcién es:

ou ou
or Oy
JF~! =
o o
or Oy
El resultado anterior (x) nos dice como calcular las derivadas parciales %, %, @, @ en una vecindad
dz’ dy Oz’ 0Oy
V de (x,y) al sustituir las férmulas correspondientes en JF !, recordando que géf’ g; = det(JF).
U, v
99 99
v __ Ou 99 _9of
det(JF) det(JF) 1 ov ov
JF~1 = =
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Multipliquemos JF y JF~1, se obtiene
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Asi concluimos que la matriz jacobiana de la funcién inversa de F es justamente la inversa de la matriz
jacobiana de F. Es decir se tiene
JET = (JF)7!

Teorema de la Funcién Inversa

Sea F' : U C R® — R"™ una funcién definida en el conjunto abierto U € R™. Sea F(p) = ¢ donde
p = (21,-,%n) ¥ ¢ = (Y1,-,Yn). Suponga que en una bola B € R™ con centro p, F es clase C! y
detJF(p) # 0. Entonces hay una bola B’ € R™ con centro g en la que se puede definir la funcién inversa
de F, F~! la cual es de clase C' y JF~1(y) = [JF(z)]" donde y = F(z) € B’

Ejemplo: Considere la funcién F : R? — R? dada por f(u,v) = (u?+v3,u?+uv). Se tiene f(1,2) = (9, 3).
Esta funcién es de clase C' en R?. Las derivadas parciales de sus funciones coordenadas z = f(u,v) =
u? + 03,y = g(u,v) = u® + uv son
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La matriz jacobiana de f es
of of
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la cual en el punto (1,2) es invertible pues
@mem’i§W%¢o

Asf podemos concluir que en una bola B’ de (9, 3) se da la inversa F'~! de F o bien, que podemos despejar
de z = u? +v3,y = u? + uv a u, v como funciones de x e y, la cual es de clase C! en B’ y que su derivada
es

99 _9f
» B L1 v o | 1 u —3v?
JE™ (z,y) = [JF(u,0)]" = detJF 99 of T 3wl — 6uv? — 303 | —(2Qu+wv)  3u?
S Ou du



donde z = u? + v3,y = u? + wv. Es decir

0
—u(u?’ + 03, u? 4+ wv) =

ox

U
3ud — 6uv? — 3v3

Oy 3ud — 6uv? — 303
ou, 5 5 o B 3u?
ay(“ ot et fuv) = 3ud — 6uv? — 303

Ejemplo: Considere las ecuaciones
r=u+v+e”

y=u+w+ e

r=v—+w+ e

para p = (u,v,w) = (0,0,0) se tiene que ¢ = (z,y,2) = (1,1,1) el determinante de la matriz jacobiana
de la funcién F(u,v,w))(x,y,z) es:
ox ox ox
- 5 oS- 1 1 eV 1 1 1
U Qv w
detJF = 88((x,y,z)) = %g 9 By || 1 2e 1 =121
U, v, W 3
ou o0 Bw gt 1 e 13 11

Si calculamos su determinante obtenemos

2
1

1

1
=1
3

1’+1x ’:1><(21)—1><(153)+1x(1—6):l+2—5:—27é0

.". Podemos localmente invertir la funcién F, entorno al punto q, donde podemos definir funciones de clase

ct u(z,y,2),v(x,y,2) y w(x,y,z). Ahora bien como

1
JFNq) = [JF(p) " = é



1 1 1
* Vamos a calcular la inversa usando la matriz de cofactores de la matriz 1 1
3 1 1
(71>l+1 % 2 1 (_1)l+2 X 1 1 (_1)l+3 % 1 2
1 1 3 1 3 1
1 1 11 b2 =
(—1)** x (—1)%+3 x = 0 92
1 1 3 1 )
1 1 11 11 b0l
1\3+1 V342 3+3
(=1)° T x 9 1 (-1) X171 1 ‘ (1) X 9
Transponiendo la ultima matriz tenemos
1 0o -1
2 0
-5 2 1
I 10 -1 1o |
1 2 1 = ;) X 2 0 = —1 0
311 - -5 2 51 -1
.. las parciales son:
ou 1 Ou ou 1
)= —Z= Z(p)=0 =(p)=-=
7. P) =5 By (p) 5, ") =5
ov ov ov
—p)=-1 =—((p)=1 —(p) =0
o (p) oy (p) P (p)
ow 5 Ow ow 1
== ZZ(p)=—-1 —(p)=—=
5, P) = 3 a9 (p) 35, P) 5

Ejemplo: Dada la funcién F : R? — R? dada por F(u,v) = (e**?,e%~") es diferenciable siempre y su
derivada es

eu-i—'u eu+v
JF(U,,’U) = eU=v  _gu—v
Como det(JF(u,v)) = —2e%* # 0 concluimos que es posible despejar a u y v en términos de x,y. Més
aun, como
eu—v eu—i—v
S le—u—v 1 e—u—i—v
. 2€2u 2€2u 2
(JF(u,v))™" = =
et~ v eutv lefufv _167u+'u
- T 2 2
2e2u 2e2u

Concluimos que las derivadas parciales de las funciones inversas u = ¢(z,y), v = ¥ (x, y) son en el punto
(equv’ eufv)
ou 1 ou 1 ov 1 ov 1

_ —u—v _ —,—u+tv _ —u—v _ 7e—u+v

ar _2° Ty 2 Y or - 2°  ay 2

En este caso es posible hacer explicitas u = ¢(z,y),v = ¥(z,y). En efecto de las expresiones x = %77 y =



e" " se deduce u = %lnx—f—lny, v = %(lnm —Iny) cuyas derivadas coinciden con las obtenidas de la matriz

jacobiana.

Ejemplo: Sea g : R — R una funcién continua tal que g(0) = 1. Considere la funcién F : R? — R? dada
2

por F(z,y) = (fj g(t)dt, f; g(t)dt). Demuestre que esta funcién tiene una inversa F~! definida en una

bola B del origen de coordenadas. Determine .JF !

Tenemos que:
fen) = [ o= [ g+ [ ga=- [ g+ [ g

0 0
=g =
Anélogamente
falwy) = [ o= [ gwier [ gi=— [ gwar+ [ gwar
P Of2
Be = 200l) G2 =—gv)
Por lo tanto
_ AU f) | B _‘ —g(x) gy _‘ —9(0)  g(0) H—l 1 ’_ o
= B _' & %—f} T 9@®)2e —g() |0 | 9(0%)2%0 —g(0) | | 0 -1 =1-0=1#0

Por lo tanto en los alrededores del (0,0) podemos definir ” funciones inversas”. Ahora para calcular JF !

tenemos que
-1

-1 1

JFl(JF)l’ 0 —1

I S T B I A B
~—1] 0 —-1] | 0 -1

T detA —c a
Ejercicio: Vamos a calcular la matriz jacobiana de la funcion F : R® — R?® dada por F(x,y,2) =

($2y7 Z, xyz)
Tenemos que:

* Recordando que si A = < z Z ) entonces A=t = L ( d —b )

ofs  9fi 9f 2
é)f' ;?ﬁ gfz 20y «x 0

MIF=| 52 55 2 [=| 0 0 1
ofs  Ofs  Ofs yz T2 w3y
ox oy 0z

A la traza de la matriz Jacobiana se le conoce también como Divergencia se le denota divF o V - F =
(%a%a%)'(flafévf?)) ) ) )
_oh  Of  Ofs

WF —
div Ox dy 0z

En nuestro caso

0r%y 0z Oxyz

Ox +8y+ 0z

9 90 0
divF =V - F = (%,a—y,%)-(ﬁy,z,xyz) = =2zy + 0+ 2y = 3zy



A la diferencia de los elementos que estan fuera de la diagonal principal

(8- 2,90 2% o _2h)

i3k

_| & a8 o
rotlk’ = % by 9z
i fa f3

En nuestro caso
rotF = (J:z —1,—yz, —x2)
A la di ia d di S ST N R
a divergencia de un gradiente V(VF) = 0z T 952 +52z =V f se le conoce como el operador
laplaciano y desempena un papel importante en la fisica

Ejemplo: Mostrar que V2f = 0 para f(z,y,2) = \/ﬁ donde (z,y,2) # 0
2+y2+4z

Tenemos que:

of . - O -y o Of_ —2

0r (22 +y2+22)3 Oy (22492 +22)2 Ox (22442 +22)3

0% f 32 1
027 T (@44 )E (24?422
0% f 3y 1
o2~ (22 +y2 +22)F (22 +y2 +22)3
0% f 322 1

022 (x2+y2+z2>g (m2+y2+z2)%

o2  f  Of 322 1 32 1

5 = - + +
Ox® ~ Oy~ 02% (249242238 (4¢P +20)E (@242 +2)F (24924270

322 1 O 3(a? + P+ 27) 3 _ 3 3 _0

(w2+y2+22)% (x2+y2+22)% (:c2+y2+22)% (x2+y2+22)% (z2+y2+22)% (x2+y2+22)%




