Ejemplo de limite de funcién vectorial

Si f(t) = (3t,t?) determinese lim;_, f(t).
Sol. Para t préximo a a 2 vemos que f(t) = (3t,t?) esta préximo a (6,4). Asi pues suponemos que
lim¢_¢, f(t) = (6,4). sea € > 0 buscamos un

§>0 tal que ||(3t,t?) — (6,4)| <e siempre que 0<|t—to| <6

tenemos que

(3¢, ¢%) = (6,4)|| = [|(3t — 6,¢° — )| = /(3¢ — 6)% + (2 )\t = Ve =

*

*)
62
(3t—6)2<5<:>|3t 6| < —=&3t-2<

\/5 3v2

Por lo tanto sea §; = 3\6/5

sltrot-2 < S

V2

2
\t2—4|2<%<:>\t2 4] <

\/5
necesitamos acotar |t + 2| y para ello usaremos d3 = 1 por lo que tenemos
O<lt—1<d=0<t-1<le-1<t—-1<led4<t+2<b5e4<|t+2/<5

de donde

€
t—2| < =93t —-2| < =42t -2 < —=
It 2| 5\/5 |t 2| ﬁ |t +2[t 2| 57
Por lo tanto sea dy = min{1, ﬁ}
Si tomamos ahora § = min{d1,d2} se tiene que:
2
1(3,2%) — (6,4)| = (3t = 6, —4)|| = V/(3t — 6)> + (12 — 4) < % +-=vVe=e

siempre que
0<t—2| <4

Limites de funciones vectoriales

Sea f(t) una funcién vectorial definida para todos los valores de ¢ en alguna vecindad de un punto tg,
excepto quiza en tg. Entonces & es el vector limite de f(¢) cuando ¢ se acerca a ty y se expresa como

lm f(t) =a

t—to
siy solosi¥Ve>035 >0 tal que ||f(t) — a|| < e siempre que |t —to] < ¢
Problema.- Si f(t) = f1(t)i + f2(t)j + fs(€)k y a = a1i+ azj + ask entonces demostrar que
lim f(t)=a < lim fi(t) =a;

t—to t—tg



Demostracion:

Si
lfm f(t) =a

t—to

entonces V € >0 3§ > 0 tal que || f(t) — al| < e siempre que 0 < |t — to| < J. Asi que

f@t) —a=(fi(t) —a1)i+ (f2(t) —a2)j + (f3(t) —a3z)k

y para todo 0 < |t —to| < 6
[fi(t) = ail <|f(t) —al <e
entonces | f;(t) — a;] < € por lo tanto
tlfIItl fi(t) = a,
—to

Reciprocamente, si
lim f;(t) = a;

t=to
entonces Ve >0 36 > 0 tal que

|fi(t) —a;| < g siempre que 0 < |t — to| < &
Usando la desigualdad del tridngulo

|f(t) —al = |fi1(t) — a1, f2(t) — az, f3(t) — as]

€ € €
< |fi(t) — ar| + [f2(t) — az| + [f3(t) —as| < 3Tgt3z=e¢
Por lo tanto

lim f(t) =a

t—>t0

En resumen, si 7(t) = (f(t), g(¢), h(t)), entonces
i r(0) = (i 0, i (0, Ji 1))
en caso que existan los limites de las funciones componentes.

Ejemplos: Encuentre

finy 0
1- Sir(t) = (1+t3)i + te—tj + S0tk
2 t
lim r(t) = <1im 1+ ¢, lim te~t, lim bm) =(1,0,1)
t—0 t—0 t—0 t—0 ¢



2.- Si f(t) = (¥2£,1? + ¢ + 3) entonces

, (4, sint B
}g%f(t)_(}g% ; ,}gl%t +t+3)—(1,3)

Teorema. Si f: I C R — R? es una funcién vectorial, entonces

Wm f(t) =L=(l1, - ,l,) €R" < limz(t) =1
t—to t—to

Donde f(t) = (z1(t),--- ,zn(t))

Demostracion:

Si
lfim f(t) =L

t—to

entonces Ve >0 3 > 0 tal que si 0 < |t — tg| < d, entonces || f(t) — L|| < €. Pero como

1
2

1F(&) = LIl = [le1 () = b1, -+ s an(t) — Inl = (Z(xi(t) l¢)2> <e
se tiene que )
|2i(t) = li] < (Z(»’Ci(t) - li)2>

Por lo tanto dado € > 0 existe 0 > 0 tal que 0 < |t — o] < § = |z;(t) — ;| < € por lo tanto
tll>r11510 .’)Si(t) = ll

Reciprocamente

Supongamos ahora que

lim z;(t) =1 i=1,---,n.
t—to

Esto quiere decir que V ¢; > 0 3 §; > 0 tal que 0 < [t — o] < §; = |z;(t) — ;] < €.

Sea € >0y sea €; = ﬁ tomamos § = min(dy, -+, dy,).
Para esta 0 se tiene 0 < [t —to| < 0 = |x;(t) — l;| < om Vi=1,---,n, entonces
1 1
n 2 n ¢ 2\ 2
— . _71.)2 _ _
1) - 2] = (Zm(t) L) ) < (Z () ) -
i=1 1=1
Por lo tanto
lim f(t) =1L
t—to



Las operaciones usuales del algebra vectorial pueden aplicarse para combinar 2 funciones o una funcién
vectorial con una funcién real.
Si f y g son funciones vectoriales y u es una funcién real

a) (f+9)(t) = f(t)+g(t)

b) wf(t) = u(t)f(t)

e) Si g = fowu entonces g(t) = f(u(t))

Teorema.- Propiedades sobre limite.
Sean f,g: DCR—-R"ya= (a1, - ,an) b= (b1, - ,by)

a) Si
fm f(t)=a y limg(t)=0b
entonces
th'r? f&)+gt)y=a+d
—10
Demostracion:
Si

lim f(t)=a y limg(t)=0b

t—to t—to
entonces Ve >03 8 > 0tal que 0 < [t —to| <0 = |f(t) —a|] < §y|g(t) —b|] < §, por lo tanto

£ +9(8) = (a+)| = [F(B) —a+g(t) = bl < |f(t) —al +]g(t) = b| < 5 + 5 =¢

por lo tanto
lim f(t)+g(t)=a+b

t—to



lim f(t) - g(t) = a-b

t—tq

Tenemos que f(t) - g(t) = fi(t) - g1(t) + - + fn(t) - gn(t) y como
fm f(t)=a y - limg(t) =b
entonces
M filt) =a; y Jim gi(t) = b,
Por lo tanto
Jim ft)-gt) = Jim ) - gi(t) 4t full) - gn(t)

= Mm fi(t) - gi(t) + -+ lim S () - ga(?)

=a1-by 4+ +an- by

—a-b

Por lo tanto

c) Paran=3

Tenemos que

Por lo tanto

tlir?o (t)xg(t)
= Jim £2(0) - 95(8) = 92(6) - fo(0), Jimn f1(8) - 95(t) = 91(8) - S(0), Ji fi(8) - 92(8) = 91(0) - fol0)
= My, 2200 5(0)= [ty 02(0)-F5(2), Jim, /12 95(6)=[itg 01(0)-F5(0), Jim, 71(2) 92(6)= [ty 1(0)-F2)

= agbs — baas, a1bs — asbi, a1by — bias = axb
Por lo tanto

lim f(t)xg(t) = axb

t—to



lim |£(t) = |a]
tenemos que ||£(t)| — [al| < |f(t) —a] < ¢
(*)Como  lim f(t) =a entonces |f(t)—a| <e siempreque 0< |t —to| <3

t—to

Por lo tanto || f(t)] — |a|| < € siempre que 0 < |t — tg| <, por lo tanto

Jim £(2)] = la

Ejercicio: Se sabe que
}I’H%(tﬂ tj) =(2,8)

Puesto que € > 0, determine § > 0 que verifique la validez del limite.

Tenemos que

. 3y _ (10 o3

fimt, 1) =t Jimy ) = 2.8
Por lo tanto V € > 0 3 61, d5 tal que si 0 < |t — 2| < 01 = |t — 2| < € y ademds si
0 < |t—2] < da = [t — 8] < ¢, entonces tomamos § = min(dy, da).
Porlotantosi 0 < [t —2| <5 = |t —2|<ey |[t? -8 <e¢

Por lo tanto
}frré(t,tg') =(2,8)

Para precisar:

Si

1
2

lim f(t) =L entonces lm |f(t)] = lim [fZ(t) + F3(t) + 3(0)]

t—to

1

2

= [ 720) + 20) + 7300

(*) Por la continuidad de la funcién |/~

:[(ggﬁ@02+(ggﬁ@02+<ggh@01;

1
= (L3 + L3+ L3)* =||L]



