Unidad 4. Nameros Complejos El médulo de un ntimero complejo

El moédulo de un ntimero complejo I

Definiciéon 1. Si z es un nimero complejo, el mddulo de z, que denotaremos |z|, se define como la raiz
cuadrada no negativa de z - Z, esto es,
lz2| =Vz-Z

Ejemplo Tenemos que
1. Si z =8 — 15¢, entonces |z| = /289 = 17
2. Si z = —24 4 7i, entonces |z| = v/625 = 25
3. Si z = —5 — 124, entonces |z| = /169 = 13
4. Si z =1+, entonces |z| = v/2

El valor absoluto de un nimero complejo z = a + ib esta determinado por

|z| = la +ib| = vV a? + b2

Proposicion 1. 1. [zw| = |z| - |w|
2. Siw # 0, entonces ‘i‘ = m
wl fwl
5.~ S Re(:) < |o| y — |2 < Im(2) < |2l; esto es, [Re(2)| < |2| y |Im 2l < 2]
4. 12l =14
5[5+l < J2] + [l
6. |z —w[ =] [z] = |w] |
7ozt 2wl S VAP 4 [Py 4 e ?

Demostracion. 1. |zw| = Vzw - 20 = Vzw - 20 = V220w = V22V ww = |z| - |w|

2. \w|‘;‘ = ‘wal = |z| por lo que ‘E‘ = ]
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3. Si z = a+1ib, entonces —va? + b2 < a < Va2 + b2 puesto que b? > 0. La otra se prueba de manera

analoga

4. Si z = a + ib, entonces Z = a — ib, y claramente tenemos que |z| = Va2 +b% = \/a® + (=b)? = [Z|

5. Tenemos que

|2+ w|? = (2 + w)(z +w)
=(z+w)(z+w)

= 2Z +ww + wz + 2w

Pero 2w es el conjugado wz. Por tanto |z]? + |w|? + 2Re(wz) < |z|? + |w|? + 2|wz| = (|z] + |w])?

6. Al aplicar 5 a w y z — ww obtenemos que |z| = |w + (z — w)| < |w| + |z — w| por tanto |z — w| >

|w| + |z — w]|. Al intercambiar los roles de z y w, obtenemos el resultado

n n n
S s 12
7. Seav = E B E e —— E AW €= Ahora considérese
k=1 k=1 k=1

n
Z ‘Z}c — C@k|2
k=1
lo cual es > 0 e igual a
1
s

n
v+ ||t — cZEkEk —EZ zpwp = v + |c|*t — 2Re(es) = v + °

ss
— —2Re—

t t
k=1 k=1

Dado que t es real y s5 = |s|? es real,

E E E
Pl _of2 )2 5
U+< ¢ t )"0 =

Asi, que |s]? < vt, que es el resultado deseado

O
Ejemplo Muestre la identidad de Lagrange
n 2 n n
> mw| = (Z |Zk|2> (Z Iwk|2> — D =) — 2wl
k=1 k=1 k=1 k<j
Deduzca la desigualdad de Cauchy Shwarz a partir de su demostracion
Solucién Utilizando la identidad 2Z = |2|? tenemos que para el lado derecho
(o) (3] - 3 vm - st
k=1 k=1 k<j
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= (2171 + - 20 Zn) (1T + - wa W) — Y (25 — 20 (Zrw; — Zjwy,)
1<k<j<n

= (2’121—1-' .- ann)(wlﬁl—k- .- wnﬁn)— E 2 ZpW;W;5— E 2 ZjWEWE— E ZpZjWEW;+ E 2 Z|W ;Wi
1<k<j<n 1<k<j<n 1<k<j<n 1<k<j<n

Observe que
n

Z akbj + Z a]—bk = Z akbj

1<k<j<n 1<k<j<n kj=1k#j

Entonces se tiene que

(z1Z1+ - 20 Zn) (W1 + - Wy Wy, ) — E 2RZRW Wi — E 252 W W — E 2L Zj W W+ E 2 ZW Wy
1<k<j<n 1<k<j<n 1<k<j<n 1<k<j<n

n

n n
= E ZEZpW;W;5 — E ZpZRWW5 + E ZEZjWEW;
k=1 ko j=1,k#j k.j=1,k#]

n n
= E ZEZpW;W; + E ZEZjWEW;
k,j=1 k,j=1,k#j

n
= E 22 WEW;
k,j=1

n

=Y (znwn)(Z5)

k=1

= (z1w1 + - + zpwn) (ZWT + -+ + ZnWn)
n n
(S ) (S
k=1 k=1
n 2
~[Sa
k=1
La desigualdad de Cauchy-Schwarz est4 dada por
n 2 n n
D awwe < (D lal® | { D lonf?
k=1 k=1 k=1
si z € C entonces |z|2 € Ry |z|> > 0, por lo que

Z |Zk@j — Zj@k|2 >0
k<j
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Asi, se tiene que

n

g REWk

k=1

2 n n
= (Z |Zk|2> <Z |wk|2> - Z |2 — 20|
k=1 k=1

k<j

(5 (g

Cada nimero complejo z = a + ib esta determinado por su norma

p=lzl = va%+b?

y por su argumento
0 = arg(z) = dngulo entre z y eje X

Cualquier nimero complejo se puede escribir en la forma siguiente, llamada forma polar
z = p(cos 6+ isen 0)

y como son validas las propiedades asociativas y conmutativas del producto, se tiene para
z1 = p1(cos 01 + isen 61)
29 = pa(cos O + isen )

el producto es

z122 = (p1(cos 01 +isen 61))(p2(cos B2 + isen 65))
= p1p2[(cos B cos b5 —sen 61 sen 6:)] + i[(cos 61 sen 05 + sen 0y cos 63)]
= p1pz2[cos (01 + 62) + i(sen (61 + 62))]

por lo tanto el resultado de multiplicar dos nimeros complejos es otro nimero complejo cuyo moédulo es
el producto de los médulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos.
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