Unidad 1 Conjuntos y Funciones

Conjuntos

El término conjunto lo consideramos un concepto primitivo no definido (podemos pensarlo como un
agregado o familia de objetos, etc.; sin embargo, los términos agregado, familia, etc., son de alguna forma
sinénimos del término conjunto); al pensar en un conjunto pensaremos en los miembros que lo constituyen,
de tal forma que desde el inicio hay una relacién

Un conjunto es una coleccién de objetos, donde debe quedar claro cudndo un objeto es miembro del
conjunto y cuando no. A los objetos que forman parte de un conjunto los llamaremos sus elementos.
Asi pues para dar un conjunto debemos decir quiénes son exactamente todos sus elementos y, asi, dado
cualquier objeto podemos decidir si es 0 no un elemento del conjunto.

Notaciéon Para expresar que un objeto es elemento del conjunto usaremos el simbolo €.
Escribiremos x € A para expresar
x es elemento de A o x es miembro de A o también x pertenece a A

A € se le conoce como el simbolo de pertenencia.
De igual manera usaremos ¢ para expresar la negacion de la pertenencia (la no pertenencia) esto
es, escribiremos, x ¢ A para expresar

x no es elemento de A o x no es miembro de A o también x no pertenece a A

Para dar un conjunto debemos expresar de alguna manera quiénes son los elementos que lo determinan
y esto se puede hacer de la siguiente forma

a) Dando una lista posible de todos los elementos del conjunto, cuando esto sea posible, lo que general-
mente se puede hacer cuando la lista es pequena, o cuando dados algunos de sus elementos y usando
puntos suspensivos se entiende sin duda alguna cudles son los demés elementos.

b) Dando una propiedad (proposiciéon) que resulte verdadera solamente para los elementos del conjunto
y que sea falsa para los objetos que no pertenecen a él.

Ejemplo Si aq,as, ...,a, son todos los objetos del conjunto A, escribimos
A={ay,a2,....;a,}
y a esta forma de dar un conjunto se le llama por extensién

Ejemplo En el caso en que los elementos del conunto A estén descritos por una proposicion p(z),
escribiremos
A ={z | p(z) es verdadera}

esto significa que un objeto a pertenece al conjunto A si y solo si p(a) es verdadera. De esta manera,
si p(b) es falsa, entonces podemos afirmar que b ¢ A.

Ejemplo Algunos conjuntos

a) N representa el conjunto de los nimeros naturales

b) Q representa el conjunto de los nameros racionales
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Unidad 1 Conjuntos y Funciones

c) Z representa el conjunto de los nimeros enteros

d) El conjunto vacio, denotado por (), es el conjunto que no tiene elementos, es decir, § = {}.

Definicién 1. Dos conjuntos A y B son inguales (A=B) si ambos tienen exactamente los mismos ele-
mentos, es decir, A = B si y sdlo si son verdaderas las proposiciones

st x € A, entonces x € B y x € B, entonces x € A

Usando conectivos 16gicos, la definiciéon de igualdad se expresa:
A=B%Y Ve(x€eA & z€B)
Para mostrar que dos conjuntos dados no son iguales se expresa
A#B <& Jzj(z€eANax¢ BV (xeBAx¢A)

Definicion 2. Dados dos conjuntos A y B, diremos que A es un subconjunto de B y lo denotaremos por
A C B, si cada elemento de A es también elemento de B.

ACB b=y Va(re A=z € B)

Evidentemente si A = B, entonces A C B, asi que en el caso en que A C By A # B, diremos que A
es un subconjunto propio de B y lo denotaremos por A ¢ B

ACB & Jdzx(z€A N ax¢B)
Para mostrar que ¢ B es suficiente exhibir un elemento de A que no sea elemento de B.
Teorema 1. Dos conjuntos son iguales si y sélo si AC B y B C A.
Teorema 2. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Entonces
a) 0 C A
b)) ACA
¢) SiACByACC, entonces A C C.

)

Demostracion. a) Si ) ¢ A, entonces deberiamos poder exhibir un elemento en () que no pertenece a A,
lo cual es imposible ya que () no tiene elementos. Por lo tanto debe ser () ¢ A.

b) Dado que todo elemento de A pertenece a A entonces A C A

c) Seax € A. Como A C B, entonces x € By como B C C, entonces z € C. Por lo tanto A C C
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Unidad 1 Conjuntos y Funciones

Operaciones entre conjuntos I

Definicion 3. Sean A,B conjuntos. La union de A y B es el conjunto

AUB={xz|z€Aoxe B}

Segun la definicién, se tiene entonces que

r€AUB (g(aceAVmEB)

La negacién seria

(x¢ A N x¢ B)

Teorema 3. Sean A, B y C conjuntos. Entonces

a) ACAUB; BCAUB

b)) A=AUD; AUA=A

¢) (AUB)UC =AU (CUCQC)

d) AUB =B siysolosi ACB

Demostracion. a) Sea x € A. Luego es verdadera: x € Ao x € By porlotantox € AUByasi AC AUB

b) (C) Six e AUD, por definicion se tiene que x € A o z € . Pero = € () es falsa, sin importar quien es
x, asi que debe ser x € A.
D) Por inciso (a), tenemos A C AU ()
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c) (©)Siz e (aUB)UC, entonces z € AUB oz € C.Siz € C, por el inciso (a), entonces z € BUC'y
nuevamente por el inciso (a), z € AU (B UC). Ahora, si x € AU B, entonces z € A oz € B. En el
caso de que x € A, obtenemos z € AU (BUC) y en caso de que € B obtenemos que z € BUC'y
de aqui z € AU (B U C), aplicando inciso (a). Concluimos que (AUB)UC C AU(BUC).

(2) De manera similar se prueba que AU (BUC) C (AUB)UC.

d) (=) Supongamos que AU B = B. Por el inciso (a), AC AUB =B
(<) Supongamos que A C B. Por el inciso (a) B C AUB asi que s6lo debemos probar que AUB C B.
Para esto, sea x € AU B. Entonces x € Ao x € B. Si x € A, como por hipotesis A C B, se debe tener
x € B. Asi que z € A o x € B implica, en cualquiera de los dos casos que, x € B, luego AU B C B.
Entonces AUB =B

O

Definicion 4. Sean A,B conjuntos. La interseccion de A y B es el conjunto
ANB={z|zc€Ayxec B}

Segin la definicién, se tiene entonces que

reANB (g(xeA/\mEB)

La negacién seria
xr¢ ANB & (x¢ AV z¢ B)

Teorema 4. Sean A, B y C conjuntos. Entonces
a) ANP=0; AnNA=A

b)) (ANB)NC=AN(BNC)

c) ANB=Asiysdlosi ACB

Demostracion. a) Si fuera AN # ), entonces, por definicion, existiria un elemento x € AN, lo que
significaria que x € (), que es absurdo ya que ) no tiene elementos, por tanto no puede se ANP £ 0 y
ast ANQ =10

b) (©)Siz € (ANB)NC entonces x € ANBy x € C, lo que implica, por definicién, que (x € Ayxz € B)y
x€Cycomox € Byx e C,setiene que x € BNC'y ya que también x € A, entonces x € AN(BNC).
(2) Analoga a la demostracion anterior
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c) (=) Supongamos AN B = A. Entonces A= AN B C B.
(«<=) Supongamos que A C B.(C) AUBC A
(D) AC AN B puesto que si ¢ € A, entonces = € B por hipotesis. Luego z € AN B

Teorema 5. Sean A, B y C conjuntos
1. Si AC B, entonces AUC C BUC.
2. SiACC yBCC, entonces AUB C C.

Demostracion. a) Sea x € AUC. Entonces x € A oz € C. Como = € A implica x € B, se tiene que
x € BoxeCyporlotantox € BUC. Luego AUC C BUC

b) Sea z € AU B. Entonces € A o x € B. En cualquiera de los dos casos, por hipdtesis, se tiene que
r€Cconloque AUBCC
O

Teorema 6. Sean A, B y C conjuntos. Entonces
AN(BUC)=(ANB)U((ANC)
Demostracion. (C) Seaxz € AN(BUC). Luegox € Ayzx € BUC.Estoesz € Ay (x € Boaxe().

a) Six € B, entonces x € AN B por tanto x € (ANB)U(ANC)
b) Siz € C, entonces x € AN C por tanto x € (ANB)U(ANC)

Como en ambos casos z € (AN B)U(ANC), entonces AN (BUC)C (ANB)U(ANCQC)

(D) Ahora, seaz € (ANB)U(ANC). Luegox € AUBoxz € AUC.Siz € AUB, entonces z € Ay
x € By porser BC BUC, se tiene quex € BUC ydeaquiz € AN(BUC). Elcasoxz € ANC es
anélogo. por tanto

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Definicién 5. Sean A,B conjuntos. La diferencia de A y B es el conjunto
A-B={x|z€Ayux¢ B}

Segin la definicién, se tiene entonces que

xr€A—B ‘g(xeA A x ¢ B)
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Unidad 1 Conjuntos y Funciones

La negacién seria

Proposiciéon 1. Sean A y B conjuntos. Entonces
a) (A—B)NnB=40.
b) A—B= A siysdlosi AUB=1

Demostracion. a) Sixz € (A—B)NB, entonces x € A— By x € B. Pero eso significa que z ¢ By = € B,
lo cual es imposible. Por lo tanto (A — B)N B =

b) (=) Supongamos A — B = A. Entonces AN B = (A — B)N B =0, por el inciso anterior.
(«) Supongamos que AN B = (). Tenemos que A — B C A, Asf que basta demostrar que A C A — B
para tener la igualdad. Si x € A, entonces, por ser AN B = {}, se debe tener que z ¢ B y por
consiguiente x € A — B. Luego (A— B) = A
O

Teorema 7. Sean A, B y C conjuntos. Entonces
a) A—(BUC)=(A-B)n(A-0C)
b)) A—(BNC)=(A-B)U(A-0C)

Demostracion. a) (C) A—(BUC)C(A-—B)n(A-0C).
Seax € A— (BUC). Entonces t € Ay x ¢ BUC. Pero z ¢ BUC implicaxz ¢ By z ¢ C. Por lo
tantox € A, x ¢ Byx ¢ C,porloquex e A—CyzeA—-Cyasize(A—B)N(A-C).
(D) Seax e (A—B)N(A—C). Entonces z € A—Byx € A—C lo que significaquex € Ayx ¢ By
r€Ayx¢C,queesz € Ayr¢ Bya¢ C. Comox ¢ By x¢ C implica que z ¢ BUC, entonces
x€Ayx¢ BUC. Porlo tanto x € A — (BUC)

|
Operaciones entre conjuntos generalizadas I
Dados los conjuntos A, B y C, podemos deducir que AN BN C es el siguiente conjunto
{r|z€e ANz eBAzeC}
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Si renombramos a los conjuntos A, B y C' como Aj, As, As, se puede verificar que entonces
AiNAsN A3 = {.’L‘ | Vi € {1,2,3},{E S Al}

Asi, podemos generalizar la operacion interseccion de la siguiente manera: si I es, por ejemplo, el conjunto
{1,2,...,n} y cada i € I tenemos un conjunto A;, entonces

AlﬂﬁAn:{x|Vz EI,J}GAZ'}

Definicién 6. Sea I un subconjunto cualquiera de N y para cada i € I, sea A; su conjunto. Definimos la
interseccion del conjunto {A; | i € I}, denotada como

(WA liel} =4
iel
de la siguiente forma

(NAi={z|Viel, ve A}
iel

ﬂ{(i,uri) |n€N} N <:l,1+jl> =10,1]

neN

Ejemplo Teneoms que

Dados los conjuntos A, B y C, podemos deducir que AU B U C es el siguiente conjunto
{z|z€eAvzeBVvze(C}
Si renombramos a los conjuntos A, B y C' como Aj, As, As, se puede verificar que entonces
ATUAUA3={z | 3¢ €{1,2,3},z € A;}

Asi, podemos generalizar la operacion union de la siguiente manera: si I es, por ejemplo, el conjunto
{1,2,...,n} y cada ¢ € I tenemos un conjunto 4;, entonces

A1UUAn:{ZL'|32 GI,.’EeAi}

Definicién 7. Sea I un subconjunto cualquiera de N y para cada i € I, sea A; su conjunto. Definimos la
union del conjunto {A; | i € I}, denotada como

Utdi lieny =4
el

de la siguiente forma
Udi={z|3iel, xcA}

iel

U4+ 1nen) = Y (44 -

neN

Ejemplo Teneoms que
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Teorema 8. Algebra de conjuntos generalizada. Dada el conjunto {A; | i € I} y un conjunto B cualquiera

se tiene
L(ﬂ&):UM
i€l i€l
2<U&>=ﬂg
el el

3BU<ﬂAi

icl

> =((BUA)
4. Bm(ﬂAl> (BN A;)

el

5. B — (
icel

6. B— (
icel

Demostracion.

UB - 4)
4i)

)
e

Tenemos que

xe(ﬂAi

el

2. Tenemos que

xe(UAi

icl

J-<(0)

SaViel, x e A
s3Jiel, x ¢ A
S Jiel, xe 4y
eze| A

iel

Jorely

S-odiel, xe A
eViel, x ¢ A;
sSViel, xze 45

@xeﬂAf
i€l
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3. Tenemos que

N

el

xeBU< )

4. Tenemos que

U

el

xegn( )

5. Tenemos que

(4

iel

meB_< )

N

SreB v xe(
i€l

)

SreB vV Viel, xeA;
sSViel, xeB V xeA;
SViel xe€ BUA;

szelJBUL)
el

U

S reB A x€<
iel

)

SreB AN Jiel, xe A
sS3diel, xeB AN x € A;
& 3diel, x € BNA;

szelJ(BNA)
el

N

SzxeB A m¢<
iel

)

SreB AN Viel, ve A
SxeB A Jiel, x¢ A
SzxeB AN diel, xzeAf
< 3Jiel, x € BANAS

& Jiel, x € BNAS
<3Jiel, x€ B—A;

= J:GU(BfAi)

iel
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