Unidad 1 Conjuntos y Funciones

Conjunto Potencia I

Definicién 1. El conjunto potencia de un conjunto A, denotado P(A), es el conjunto cuyos elementos
son todos los subconjuntos de A. Se escribe

P(A) = {X | X C 4}
Nétese que todos los elementos de P(X) son conjuntos.
Ejemplo P(0) = {0}
Ejemplo Si X = {a}, P(X) = {0, {a}} = {0, X}
Ejemplo Si X = {0, {0}, {a}, {0}, {0, a}, {0,b}, {a,b}, X}

Como para cada subconjunto X, § C X, entonces P(X) # ) tendra por lo menos dos lelentos que son 0
y X

Teorema 1. Para cualesquiera conjuntos A y B
P(AUB) D P(A)U P(B)
Demostracion. Tenemos que

XecP(AUPB)=XCAV XCB
= XCAUB
= X e P(AUB)

Ejemplo La otra inclusién no se cumple siempre, veamos un ejemplo. Consideremos los conjuntos
A={1,2,3}, B=1{2,3,4} tenemos entonces

P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

P(B) = {0,{2}, {3}, {4}.{2,3},{3,4},{2,4},{2,3,4}}
P(A)U P(B) = {0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{3,4},{2,4},{1,2,3},{2,3,4}}

Por otro lado
AUB=1{1,2,3,4}

de manera que
P(AUB) = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4}, {1, 3,4},{2,3,4},{1, 2, 3,4}
observamos que

{1,2,3,4 c P(AUB) y {1,2,3,4} £ P(A) A {1,2,3,4} € P(B)

por lo tanto
P(AUB) ¢ P(A)U P(B)

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Algebra 1



Unidad 1 Conjuntos y Funciones

Teorema 2. Para cualesquiera conjuntos A y B
P(ANB)=P(A)NP(B)
Demostracion. Tenemos que
XeP(ANP(B)= X e P(A) AN X € P(B)
&S XCAANXCB

S XCANB
& X CP(ANDB)

Pareja ordenada I

Un concepto importante en la teoria de conjuntos es el de pareja ordenada que consiste de una pareja de
objetos de los cuales debe quedar claro quién va en primer lugar y quién en segundo. Se denotara a la
pareja ordenada de los objetos a y b por (a,b) y se debera definir que satisfaga:

(a,0) =(¢,d) & a=c y b=d (1)

Durante varios afios se buscé una definiciéon conjuntista de par ordenado, con el tnico propédsito de que
se verificara (1), quedando asi incluido este concepto en la teoria de conjuntos. Alrededor de los anos 30’s
del siglo XX, Kuratowski y Winner introdujeron la definicién conjuntista de par ordenado.

Definicién 2. FEl par ordenado de a y b es el conjunto

(a,b) = {{a},{a,0}}
Ejemplo Tenemos que
(a,a) = {{a}, {a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}
Si a # b, entonces (a,b) # (b,a). Por ejemplo

(1,2) = {1} {1,2}} v (2,1) = {{2},{2,1}}

Veamos que con esta definicion se satisface (1)

Teorema 3.

(a,0)=(c,d) & a=c y b=d

Demostracion. =-.
Supongamos que (a,b) = (¢,d) y consideramos por separado los dos casos posibles a = b o a # b

a) a = b en este caso
(a,0) = {{a},{a,0}} = {{a}} = {{c} {c, d}}
Como {{a}} tiene un unico elemento, entonces {{c},{c,d}} debe tener un tnico elemento, lo que
significa que debe ser {¢} = {¢,d} y nuevamente, como {c} tiene un tnico elemento y por lo tanto se
debe tener ¢ = d. Entonces {{a}} = {{c}} implica {a} = {c} que a su vez implica a = ¢. En este caso
se tiene entonces que a =b=c=4d
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b) a #b.
Como {a,b} € (a,b) y (a,b) = (¢,d) por hipétesis, entonces {a,b} € (¢,d), por lo que {a,b} = {c} o
{a,b} = {c,d}. El primer caso no puede suceder por que eso implicaria que a = b, que no es el caso.
Entonces {a,b} = {c,d}, lo que implica forzosamente que ¢ # d, pues en caso contrario se llegaria
nuevamente a que a = b. Por otro lado como {a} € {{c}, {c,d}}, entonces {a} = {c}, pues ya hemos
visto que ¢ # d. Por lo tanto a = ¢. Por ultimo, ya que {a,b} = {¢,d}, a # by a = ¢, entonces b = d.
<. Es inmediato

O

Producto cartesiano

Definicion 3. Sean A y B conjuntos. El producto cartsiano de A y B denotado A x B es el conjunto
AxB={(a,b) |la€e A N be B}

Dada una pareja ordenada (a, b), para que sea elemento de A x B, se debe tener, por definicién, que a € A
y b € B, es decir

(@b eAxB Y (acA AbeB)

Si una pareja ordenada (¢, d) no pertenece a A X B significa que no se cumplen al mismo tiempo las dos
propiedades ¢ € Ay d € B, lo que significa que se debe tener que ¢ ¢ A o d ¢ B. Entonces

(c,d) ¢ AxB & (¢c¢ AV d¢ B)
Ejemplo Si A = {a,b} y B = {1,a}, entonces
Ax B=1{(a,1),(b,1),(a,a),(b,a)}
Bx A={(1,a),(1,b),(a,a),(a,b)}
Teorema 4. Sean A,B,C y D conjuntos no vacios tales que A x B =C x D. Entonces A=C yB=D

Demostracion. Sean a € Ay b € B arbitrarios. Entonces (a,b) € Ax By como Ax B = C x D, entonces
(a,b) € C x D lo que significa que a € C y b € D. Luego A C C y B C D. De manera analoga se
demuestra que C C Ay D C B. Y con esto se tiene A=Cy B=D O
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