Unidad 2. Matrices y Determinantes Propiedades de los determinantes

Operaciones elementales y determinantes

Teorema 1. Si A’ es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus lineas entonces
det A= —det A

Demostracion. Sea A = (a;j)i,sz___,n. Supéngase que A’ se obtuvo de A intercambiando en ésta las
lineas p y q. Entonces si A = (a;;); j=1,....n Se tiene
;L .
a;; =aij St i #£Dp,q

/ j— .
apj = Qqj

/ —_ .
Agj = Qpj

Se tiene por lo tanto

det A'=) (591 0)alo(1)@ho(z) " Upa(p) ** Ugo(q) ** Tna(n)

= Z(SQ?’Z U)alo(l)a20(2) *Qgo(p) T Opo(q) 7 Ano(n)

La permutacién sigma se comporta

1 DR p ... q PR n
det A’ = Z sgn A1o(1) """ Ago(p) ~ " " Apo(q) """ Ano(n)
7o) o) o ole) o)
donde
1 . p |- q | - n
det A'=7) sgn Q1o(1) " " Ago(p) " Gpo(g) " Gno(n)
o o(1) - le@| - [el@f -+ o(n) T T
y deberia comportarse
1 .. p q n
det A= Z sgn A1r(1) """ Agm(q) = " Gpm(p) " " Anm(n)
= \e) e w ) o owle)  w()
1 - [Pp1---q] - n
det A= ng" Q1z(1) "+ Agn(q) """ dpm(p) " * Anm(n)
™ (1) - [7(@)] - 7f|(11) o m(n) T T
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Definimos la transposicion

1 p q n
T =
1 q P n
entonces m = ¢ o T es la permutacién
1 p q n
m =
1) - wlg) - wlp) - wn)
Ademas, sgn m = sgn(o o 7) = —sgn o. Entonces

det A= (sgn m)a1r(1) * Agn(q) " Apr(p) ** * Cnm(n)

==Y (890 ™)a15(1) " Ago(p) ** Apo(q) ** Ana(n)

—det A’

Corolario 1. Si A es una matriz de orden n, que posee dos lineas iguales, entonces
det A=0

Demostracion. Supongase que A es una matriz de orden n que tiene las lineas p y q iguales. Sea A’ la
matriz que se obtiene de A intercambiando las lineas p y q.
Se debe cumplir A = A’. Pero segun el resultado anterior

det A’ =—det A

por lo tanto
det A=0

O

Teorema 2. Sea A’ la matriz que se ha obtenido de A multiplicando una de sus lineas por la constante

c. Entonces
det A’ =c det A

Demostracion. Sea A’ = (a;j)i)j:17'..7n, A = (a;j)i,j=1,..n- Supongamos que la linea r de A fue multipli-
cada por ¢ para obtener A’. Entonces

o
a;; =ai; st 1FET

1 ) s s
aij—cam St 1=7T

Se tiene entonces
det A" = Z(Sgn T)@r(1) " Qo) " A ()

us
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= Z(sgn 71')@17‘.(1) ©Chrp(r) *t App(n)

= CZ(Sgn 7T)a17r(1) ©tQpp(r) 0 Qp(n)

cdet A
O

Teorema 3. Sea A’ la matriz que se obtiene de A sustituyendo su r-ésima linea por ella mas k veces su

s-ésima linea. Entonces
det A’ =det A

Demostracion. Sea B = (b;;); j=1,...n la matriz tal que

bij =ai; st i#vr
brj =kas; st i=r

Sea A’ = (a;j)i,jzl,---,n la matriz tal que

/ —_— P .. y y
aj; = aij = byj si 1ET

Qp; = Qpj + kasj = apj +bpy si i=7
segln resultados anteriores
det A" =det A+det B

por otro lado B
det B=kdet A

donde A es la matriz que tiene sus lineas r y s iguales, y por tanto, det A =0 es decir det B = 0. Por
tanto

det A’ =det A
O
En resumen se tiene
OPERACION EFECTO EN det A
Intercambio de lineas en A det A'=—det A
Multiplicar una linea por una constante c det A’ =cdet A
Sustituir una linea por ella misma méas un multiplo de otra | det A’ =det A

También se ha probado que el determinante de una matriz cuadrada A es igual al determinante de su
matriz transpuesta A’. Por lo que toda propiedad de los determinantes relacionada con las lineas de una
matriz sigue siendo valida si en lugar de las lineas de la matriz se consideran sus columnas (pues las
columnas de la matriz son las lineas de la matriz transpuesta, y el determinante no se ve afectado por
este cambio).
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