Unidad 5. Polinomios y Ecuaciones El anillo de polinomios

El anillo de polinomios I

Definiciéon 1. Sea A un anillo conmutativo con 1. Un polinomio en x con coeficientes en A es una
expresion del tipo

anx™ 4+ ap_12" M+ 4 a1z + apx’
donde n € N y a; € A para todo i =0,...,n

Al conjunto de polinomios en x con coeficientes en A lo denotamos A[z] y usaremos f(z),g(z) para
denotar a sus elementos.
Al polinomio

02" + 02" ' + .- 4+ 0z + 02°

lo llamaremos el polinomio cero (sin importar el valor de n) y lo denotamos por 0.
A un polinomio de la forma
apz"
se le llama monomio.
Con el fin de mostrar las operaciones y propiedades entre polinomios, introducimos las expresiones

oo
p(z) = Z a;z’
=0

en donde casi todos los coeficientes son cero, lo que significa que para algin n € N, a; = 0 para j > n,
esto es, solamente para un numero finito de valores de i se tiene a; # 0.

oo oo
Definicién 2. Dos polinomios E a;zt y E b;x* serdn iguales si a; = b; para toda i =1,2, ...
i=0 i=0

Operaciones en A|x]

Definicién 3. Sean f(z) =Y a;x’ y g(x) = Zbixi polinomios en Alx]. La suma de f(x) y g(z) es el
i=0 i=0
polinomio, denotado como f(z)+ g(x), dado por

oo

J(@) + g(@) = > (a; + b)a’

=0

Evidentemente f(x) + g(x) € Alz], ya que como para alguna n € N, a; = 0 para j > n y para alguna
m €N, b, =0 para k > m, se tiene entonces que a; +b; = 0 para toda j > max{n,m}. Ademds recurde
que A es un anillo y por lo tanto a; + b; € A para toda j = 1,2, ...

Teorema 1. Sea A un anillo conmutativo y f(x),g(x) y h(x) polinomios en Alx]. Entonces
1. (f(z) + g(x)) + h(z) = f(2) + (9(x) + h(z))
2. f(x) +g(z) = g(2) + f(2)
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3. f(z)+0=f(z)
4. Eumiste t(x) € Alz] tal que f(z)+t(x) =0

Demostracion. Sean f(x Zazx g(z Zb 2’y h(z Zczx tenemos que
=0

1. en este caso

(f(2) + g(a)) + h(z) = (Z it +3 bx> +3 e

:Z(al—i—b " —|—ch
=0 =0

- Z((az—+b-) +ci)a’

*Zal b+cl)

= Z a;x" + <Z bzt + i cz-aci)
i=0 i=0 i=0
= f(z) + (9(z) + h(z))

2. En este caso

:i a;x +ibx

1=0
(oo} ) oo
S IS
i=0 i=0
=g(@) + f(z)
3. En este caso -
—I—O—Zaaz —|—ZO$ —Z (a; +0)z' = Zaixi = f(=x)
i=0 i=0
4. En este caso sea t(z) = Z(—ai)xi. Entonces
i=0
f(l‘) + t(.]?) = Zaixi + Z(—ai)xi = Z(al — ai)xi = ZOJ}Z =0
i=0 i=0 i=0 i=0
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O

Definicién 4. Sean f(x Zazx y gz Zb x' polinomios en Alz]. el producto de f(x) y g(z) es

el polinomio, denotado como f( )g(z), dado por

o
:E c;xt, donde ¢; = E a;by
i=0

jk=i
para toda i =0,1,2, ...
Para mostrar que la definicién del producto esta bien dada, basta observar que si n y m son tales que
a; = 0 para j > ny b, = 0 para kK > m, entonces ¢; = Z a;br = 0 para toda i > n + m. debido a
jk=i
quei=j+k>n+mimplicaj >nok>m(sij <nyk<m,entonces j +k < n+ m que no
es el caso) y esto a su vez implica, en cualquiera de los casos, que a;b, = 0. Por ultimo es claro que

= Z a;by € A.

j+k=i
Teorema 2. Sea A un anillo conmutativo y f(z), g(z) y h(z) polinomios en Alzx]. Entonces
1. (f(z)g(@))h(z) = f(x)(g(x)h(x))
2. f(x)g(z) = g(z)f ()
3. f(z)l = f(x)
f(@)(g(@) + h(z)) = f(z)g(z) + f(z)h(z)
):iala:,g be y hiz de tenemos que

=0 =0

Demostracion. Sean f(x

1. En este caso

[f(z)g(x)]h(z) = lz ] (de) donde ¢; = Z ajrby

i=0 Gk =i
*Zex donde e; = Z cjdy,
=0 Jjtk=t
o
S DITAE
i=0 \ j+k=i
o
ST X wn]a)e
=0 \j+k=i \J'+k'=j
o0
S22 amal)s
=0 \j+k=i \J'+k'=j
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M M i

Z Z ajbj/dk/ :L‘i

j+k=i \j'+k'=k

Z aj Z bj/dk/ J}i

k=i J+k'=k

= Z a]kk xi donde kk; = Z b]/dk/

1=0 Jjt+k=t ' +k'=k
zz&mi donde {; = Z ajky

=0 j+k=i
= (Zaix’) [Z k:lle donde k; = Z bjrd

1=0 1=0 j/+k/:i

= f(x)[g(z)h(z)]

2. Sean

f(x)g(x):idixi donde d; = Z a;by

=0 jk=i
o0
gx)f(z) = Zeix’ donde e; = Z bjay
i=0 jk=i
debemos demostrar que d; = e; para toda i = 1,2, ...

di: Z ajbk: Z bkaj:ei

j+k=i k+j=i

3. En este caso -
1= dia', dondedy=1yd,=0Yk>0
=0

por tanto

f(m)lzieixi donde e; = Z a;dy

i=0 Jtk=i
Considerando el valor de d; obtenemos
€, = Z ajdk: Z ajlzz%zai

jtk=i j+0=i j=i

y por lo tanto f(x)1 = f(x)
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4. Sean f(z)(g(x) + (Zaz ) (Z (b + dy)x ) de donde

=0

di= Y ajlbe+er), fla)g(a) =Y wa', donde ;= Y a;by

Jk=i =0 JHk=i
y
oo
f@)h(z) = Zeixz, donde e; = Z a;c
=0 Jk=i

Debemos demostrar que d; = u; + e; para todai=0,1,2,3,...

di = Z aj(bk + Ck) = Z (ajbk + CL]‘Ck) = Z ajbk + Z a;jCr = U +e;

J+k=i Jt+k=i Jj+k=i J+k=i
O
Teorema 3. Si A es un anillo conmutativo, entonces Alz] es un anillo conmutativo
Teorema 4. Si A es un dominio entero, entonces Alx] es un dominio entero.
Demostracion. Sea f(x E a;zt y g(z E bz ambos distintos de 0. Debemos demostrar que

=0
f(z)g(x) # 0. Como f(z ) (q:) son distintos de 0, entonces existen n,m € N tales que a,, # 0y

ar = 0 para toda k > ny b, # 0y b; = 0 para toda j > m. Sea

o0
zg c;x', donde c¢; = g arb;
i=0

k=i

Mostraremos que

Cm+n = Z akbj # 0

jk=i
Existen dos posibilidades para k y j que son (k >n o j > m) o (k <noj<m). En el primer caso se
tendrd que ar = 0 o b; = 0 y por lo tanto ayb; = 0 y en el segundo caso forzosamente k = n y j = m,
ya que sino es asi, k+j < n+m y por lo tanto arb; no aparece como sumando en cp,4,. Concluimos
entonces que
Crmtn = Z arb; = apby, #0

Jj+k=n+m
puesto que a, # 0y by, # 0y A es un dominio entero. Luego f(x)g(x) # 0 O
Uno de los conceptos importantes en el anillo de polinomios es el grado de un polinomio, y sera

mediante este concepto que podremos adaptar al anillo de polinomios resultados de los enteros como lo
es el Algoritmo de la division.
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[ee]
Definicién 5. Sea A un anillo y fx = Zaimi un polinomio distinto de 0 en Alz]. Al elemento a, # 0
i=0
de A tal que a, = 0 para toda k > n lo llamaremos el coeficiente principal de f(x) y en este caso decimos
que el grado de f(x) es n y lo denotamos por Of(x) = n y cuando el coeficiente principal es 1 diremos
que el polinomio es madnico.

Teorema 5. Sea A un dominio y sean f(x) y g(x) polinomios distintos de 0 en Alz].

1. 8i f(z) + g(x) # 0, entonces O(f(x) + g(x)) < max{0f(x),dg(x)}.

2. Si 0f(x) # 9g(x), entonces O(f(x) + g(x)) = max{0f (), 0g(x)}.

3. 0(f(x)g(x)) = 0f(x) + Oy(x)
Demostracion. Sea f(x Zala@ y g(x Zb z' con a, # 0, ay = 0 para toda k > n y by, # 0,
b; — 0 para toda j > m. Esto es 9f(z) = n y bgo(x) — m.

1. Supongamos que n > m.
F@)+ g(0) = > (@i + bi)a’
donde ay, + b = 0 para todo £ > n y por lo tanto
A(f(z) +g(z)) < n=mix{0f(x),0g(z)}

2. Supongamos n > m. Como en (1), ax + by = 0 para toda k > n.
Debido a que b,, = 0, entonces a,, + b, = a,, # 0 y por lo tanto

I(f(z) +g(x)) = n = mdx{df(z),0g(x)}
3. En el caso del producto f(z)g(z)
x) = Z cir’
i=0

se tiene que Cp1m = apby, # 0y ¢; = 0 para toda i > n 4+ m y por lo tanto
O(f(z)g(x)) =n+m=0f(z)+ dg(x)
O

Corolario 1. Si A es un dominio entero, entonces los polinomios en A[x] que son invertibles son los
elementos de A que lo son. En el caso particular cuando A es campo, estos elementos son A — {0}

Demostracion. Si f(z) € A[z] es invertible, existe g(x) € Alz] tal que f(z)g(z) =1y por tanto 0f(x) +
dg(x) = 0 y por lo tanto df(x) = 0, es decir, f(z) es un elemento de A. Si A es campo los elementos
invertibles de A[x] son los elementos de A — {0} O

Los polinomios de grado cero en A[z]| son justamente los elementos de A — {0} y los llamamos poli-
nomios constantes.
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