
Unidad 5. Polinomios y Ecuaciones Algoritmo de la división

Algoritmo de la división

Teorema 1. Algoritmo de la División

Sean f(x) y g(x) polinomios en K[x] tales que g(x) 6= 0. Entonces existen polinomios q(x) y r(x) en K[x]
únicos tales que

f(x) = g(x) · q(x) + r(x) donde r(x) = 0 o ∂r(x) < ∂g(x)

Demostración. Si g(x)
∣∣f(x) entonces f(x) = q(x) · g(x) para alguna q(x) ∈ K[x] y basta tomar r(x) = 0.

Supongamos que g(x) - f(x). Sea

U = {f(x)− g(x)s(x) | s(x) ∈ K[x]}

0 /∈ U puesto que g(x) - f(x). Para demostrar el teorema mostraremos que podemos encontar un polinomio
r(x) en K[x] con las propiedades requeridas. Sea

A = {n ∈ N | n = ∂h(x) para algún h(x) ∈ U}

Como U 6= ∅ (f(x) ∈ U) se tiene que A 6= ∅. Siendo ∅ 6= A ⊆ N, podemos considerar la mínima n ∈ N tal
que n ∈ A (Axioma del buen orden).
Sean r(x) ∈ A y q(x) tales que

r(x) = f(x)− g(x)q(x) y ∂r(x) = n

Entonces
f(x) = g(x)q(x) + r(x)

falta probar que ∂r(x) < ∂g(x).
Supongamos que ∂r(x) ≥ ∂g(x)

r(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b0

y sean an y bm los coa�cientes principales de r(x) y g(x) respectivamente. Tenemos entonces que

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b0 ⇒ g(x)xn−m = (bmxm + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0)xn−m

⇒ g(x)xn−m = bmxn + bm−1x
n−1 + · · ·

⇒ b−1
m g(x)xn−m = b−1

m (bmxn + bm−1x
n−1 + · · · )

⇒ b−1
m g(x)xn−m = xn + b−1

m bm−1x
n−1 + · · ·

⇒ anb
−1
m g(x)xn−m = an(xn + b−1

m bm−1x
n−1 + · · · )

⇒ anb
−1
m g(x)xn−m = anx

n + anb
−1
m bm−1x

n−1 + · · ·

Si hacemos
r1 = r(x)− anb

−1
m g(x)xn−m

entonces
r(x) = g(x)(anb

−1
m xn−m) + r1(x)
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por lo tanto
f(x) = g(x)q(x) + r(x) ⇒ f(x) = g(x)

(
q(x) + anb

−1
m xn−m

)
+ r1(x)

en consecuencia
r1(x) = f(x)− g(x)

(
q(x) + anb

−1
m xn−m

)
∈ U

Dado que 0 /∈ U entonces r1 6= 0 y ∂r1(x) < ∂r(x). Esto es una contradicción pues ∂r(x) = n es el mínimo
n ∈ A, por lo que debe ser ∂r(x) < ∂g(x).
Falta probar que q(x) y r(x) son únicos. Supongamos que q1(x) y r1(x) también satisfacen

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x) donde r1(x) = 0 o ∂r1(x) < ∂g(x)

Entonces (
f(x) = g(x)q(x) + r(x)
f(x) = g(x)q1(x) + r1(x)

)
⇒ g(x)q(x) + r(x) = g(x)q1(x) + r1(x)

⇒ g(x)(q(x)− q1(x)) = r1(x)− r(x)

Si r1(x)− r(x) 6= 0 entonces

∂(r1(x)− r(x)) ≤ máx{∂r1(x), ∂r(x)} < ∂g(x)

y por otro lado
∂(r1(x)− r(x)) = ∂g(x) + ∂(q(x)− q1(x)) ≥ ∂g(x)

Por lo tanto debe de ser r(x) = r1(x) y por ser K[x] un dominio entero y g(x) 6= 0 se obtiene que
q1(x) = q(x)

El teorema anterior asegura la existencia de q(x) y r(x) con las propiedades requeridas, pero no nos dice
cómo obtenerlos. Sin embargo se puede dar un algoritmo para encontrar esta pareja de polinomios como
sigue:
Sean

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0

g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x + b0 bm 6= 0

Tenemos entonces
f(x) = g(x) b−1

m anx
n−m︸ ︷︷ ︸

q1(x)

+ f(x)− g(x)b−1
m anx

n−m︸ ︷︷ ︸
f1(x)

donde

f(x)−g(x)b−1
m anx

n−m =
(
an−1 − bm−1b

−1
m an

)
xn−1+· · ·+

(
an−m − b0b

−1
m an

)
xn−m+an−m−1x

n−m−1+· · ·+a1x+a0

Esto es, para
q1 = b−1

m anx
n−m

f1 = f(x)− g(x)b−1
m anx

n−m

se tiene
f(x) = g(x)q1(x) + f1(x) donde ∂f1(x) < ∂f(x)

Facultad de Ciencias UNAM
Álgebra

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
2



Unidad 5. Polinomios y Ecuaciones Algoritmo de la división

Si f1(x) = 0 o ∂f1(x) < ∂g(x) habremos terminado, siendo q1 y f1 los polinomios buscados. En caso
contrario, es decir, si f1(x) 6= 0 y ∂f1(x) ≥ ∂g(x) repetimos el proceso anterior con g(x) y f1(x), que es,
∂f1(x) = r y cr es el coe�ciente principal de f1(x), entonces

f1(x) = g(x) b−1
m crx

r−m︸ ︷︷ ︸
q2(x)

+ f1(x)− g(x)b−1
m crx

r−m︸ ︷︷ ︸
f2(x)

donde f2(x) = f1(x)− g(x)b−1
m crx

r−m es tal que

∂f2(x) < ∂f1(x) y f(x) = g(x)(q1(x) + q2(x)) + f2

Si f2(x) = 0 o ∂f2(x) < ∂g(x) entonces

q(x) = q1(x) + q2(x) y r(x) = f2(x)

satisface. En caso contrario f2(x) 6= 0 y ∂f2(x) ≥ ∂g(x) continuaremos de la misma forma. Así pues,
mediante este proceso obtenemos una sucesión de parejas

(q1(x), f1(x)), (q2(x), f2(x)), ..., (qs(x), fs(x))

tales que fi 6= 0 para i = 1, ..., s

f(x) = g(x)q1(x) + f1(x) y fi−1(x) = g(x)qi(x) + fi(x) para i = 2, ..., s

con
∂fs < · · · < ∂f1(x) < ∂f(x)

Debido a que ésta sucesión es decreciente, en algún momento para alguna t, debera ser

ft(x) = 0 o ∂ft(x) < ∂g(x)

y entonces los polinomios buscados serán

q(x) = q1(x) + · · ·+ qt(x) y r(x) = ft(x)

Ejemplo Sean
f(x) = 3x6 + x4 − x3 − x2 + x + 2 y g(x) = 2x2 + 1

En este caso

bm = 2 ⇒ b−1
m =

1

2
, an = 3, xn−m = x6−2 = x4, g(x)b−1

m anx
n−m = (2x2+1)

(
1

2

)
(3)x4 = 3x6+

3

2
x4

Entonces

f(x) = (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

 1

2︸︷︷︸
b−1
m

· 3︸︷︷︸
an

· x4︸︷︷︸
xn−m

+ (3x6 + x4 − x3 − x2 + x + 2)︸ ︷︷ ︸
f(x)

−
(

3x6 +
3

2
x4

)
︸ ︷︷ ︸
g(x)b−1

m anxn−m

= (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

(
1

2
· 3 · x4

)
︸ ︷︷ ︸

q1(x)

+

(
−1

2
x4 − x3 − x2 + x + 2

)
︸ ︷︷ ︸

f1(x)
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Como ∂f1(x) ≥ ∂g(x) continuamos el proceso, con

f1(x) = −1

2
x4 − x3 − x2 + x + 2 y g(x) = 2x2 + 1

en este caso

bm = 2 ⇒ b−1
m =

1

2
, an = −1

2
, xn−m = x4−2 = x2, g(x)b−1

m anx
n−m = (2x2+1)

(
1

2

)(
−1

2

)
x2 = −x4

2
−x2

4

Entonces

f1(x) = (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

(
1

2

(
−1

2

)
x2

)
︸ ︷︷ ︸

q2(x)

+

(
−1

2
x4 − x3 − x2 + x + 2 +

x4

2
+

x2

4

)
︸ ︷︷ ︸

f1(x)−g(x)b−1
m anxn−m=f2(x)

= (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

(
1

2

(
−1

2

)
x2

)
︸ ︷︷ ︸

q2(x)

+

(
−x3 − 3

4
x2 + x + 2

)
︸ ︷︷ ︸

f2(x)

Nuevamente, como ∂f2(x) ≥ ∂g(x) continuamos el proceso con

f2(x) = −x3 − 3

4
x2 + x + 2 y g(x) = 2x2 + 1

en este caso

bm = 2 ⇒ b−1
m =

1

2
, an = −1, xn−m = x3−2 = x, g(x)b−1

m anx
n−m = (2x2+1)

(
1

2

)
(−1)x = −x3−x

2

Entonces

f2(x) = (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

(
1

2
(−1)x

)
︸ ︷︷ ︸

q3(x)

+−x3 − 3

4
x2 + x + 2−

(
−x3 − x

2

)
︸ ︷︷ ︸

f2−g(x)b−1
m anxn−m=f3(x)

= (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

(
1

2
(−1)x

)
︸ ︷︷ ︸

q3(x)

+

(
−3

4
x2 +

3

2
x + 2

)
︸ ︷︷ ︸

f3(x)

Nuevamente, como ∂f3(x) ≥ ∂g(x) continuamos el proceso con

f3(x) = −3

4
x2 +

3

2
x + 2 y g(x) = 2x2 + 1

en este caso

bm = 2 ⇒ b−1
m =

1

2
, an =

−3

4
, x2−2 = x0 = 1, g(x)b−1

m anx
n−m = (2x2+1)

(
−3

4

)
(−1)x = −3x2

4
−3

4

Entonces

f3(x) = (2x2 + 1)︸ ︷︷ ︸
g(x)

(
1

2

(
−3

4

))
︸ ︷︷ ︸

q4(x)

+

(
3

2
x +

18

8

)
︸ ︷︷ ︸

f4(x)
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Puesto que ∂f4(x) < ∂g(x), hemos terminado y por lo tanto para

q(x) =
3

2
x4 − 1

4
x2 − 1

2
x− 3

8

r(x) =
3

2
x +

19

8

se tiene
f(x) = g(x)q(x) + r(x)

donde ∂r(x) < ∂g(x)
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