Unidad 1. Espacios Vectoriales 1.1 Campos

Campos

Definicién 1. Un campo es un conjunto F en el cual se definen dos operaciones binarias denotadas +
llamada suma, y - llamada multiplicacion de modo que para cualquier par de x,y en F existen elementos
unicos x + vy, x -y en F que se comportan de acuerdo con los siguientes axiomas

Azxiomas de la suma'

(AIN z,y € F z+y=y+z Ley conmutativa para la suma
(A2)V z,y,z € F a+(y+2)=(x+y)+2 Ley asociativa para la suma
(A3)30€ Ftalquex+0=2 YVaxe F Existencia de una identidad para la suma

(A4)Vxe FIue Fital quex+u=0 Ezistencia de inversos para la suma

Axiomas de la multiplicacion

(M1)V z,y € F x*y=y*x Ley conmutativa para la suma

(M2)V z,y,z € F x*(y*z)=(x*y)*z Ley asociativa para la multiplicacién
(M3)31e Ftalquezxl=2 Vae F Existencia de una identidad para la multiplicacién
(M4)Vaxe FIue Ftalquex+xu=1 Existencia de inversos para la multiplicaciéon

Axiomas de distribucion

D)V z,y,z € F x*(y+z)=(x*y)+(x*z) Ley distributiva

Ejemplo Dado el conjunto F' = {0, 1,2, 3,4}. Definimos la suma y la multiplicacion
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En este caso se satisfacen todos los axiomas y por tanto F es un campo
Ejemplo Dado el conjunto
F=R*={(z,y) |,y €R}
y dos operaciones definidas como
Suma:  (,y) + (u,v) = (z +u,y +v)
Producto:  (z,y)- (u,v) =z -u+y-v
En este caso no se satisface My pues
(,y) (wv) =z -uty-v¢F

por lo tanto F no es un campo
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Consecuencias de los axiomas de campo

Teorema 1. Ley de la cancelacion En algin campo F, se satisface:
(a) sixz+y=x+ 2z entonces y =x
(b) sixy=xzyx#0, entonces y = z

Demostracion. (a) Suponga que y+ 2z = z+x. Entonces usando (A3) y (A4),Ju € Ftal que z+u =0,
yy=y+0=y+(@+u)=y+a)+u=c+z)+u=24+@+u)=2+0=2z.. y=z

(b) Tenemos que
2#0 = Ju € F > zu=ur=1

entonces
xy=2z = ulzy)=u(rz) = ly=1z = y==z

O
Teorema 2. Unicidad de los elementos identicos e inversos En algin campo F, se satisface:
(a) En (A3) El neutro es unico
(b) En (M3) El neutro es unico
(c) En (A4) El elemento u es inico
(d) En (M4) El elemento u es tunico
Demostracion. (a) Suponga que 0 y 0’ son elementos que satisfacen (A3). Entonces
Vee F, x+0=x, y Vee F, z+0 =z, entonces 0=0+0 =0 +0=0
L 0=0
(b) Suponga que 1y 1’ son elementos que satisfacen (A3). Entonces
Vo€ F, z-1=2, yVaec F, z-1" =z, entonces1=1-1"=1-1=1
1=
(c) Sea z € F. Suponga que u y v son elementos de F que satisfacen la propiedad (A4) entonces
z4+u=0y z4+v=0 = zz+tu=2+v = u=v
(d) Sea x € F. Suponga que u y u’ son elementos de F que satisfacen la propiedad (M4) entonces
ru=1yz-u=1=u=u-l=ux v)=(uz)v=1u=1u
O

En los teoremas anteriores vimos que los elementos neutros e inversos son tnicos, usualmente para la
suma denotamos al inverso aditivo de un elemento z € F' como v = —x € F tal que z + (—xz) = 0.

1
En el caso de la multiplicacion se tiene 2 420 = u=— =z '€ Ftalquez -2 ! =1
x
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