Unidad 1. Espacios Vectoriales 1.3 Subespacios Vectoriales

Operaciones con Subespacios Vectoriales

Proposicion 1. Sean W1 y Ws dos subespacios del espacio vectorial V, se tiene entonces que
(1) La interseccion de Wy y Wo definida como

Wi(\Wa={veV|veW yve W}

es un subespacio vectorial de V.

Demostracion. Como Wy y Wy son subespacios del espacio vectorial V, 0 € W7 y 0 € W5 por tanto
0e W n Wy

Siz,y e Wi (Way A €R, entonces z,y € Wy y z,y € Wa, por ser Wy y Wy subespacios de V se tiene
quez+y €Wy x+y € Wy porlo tanto x +y € Wy (W,

Si A€ Ryxze W [W; al ser subespacios de V se tiene Az € Wi y Az € W5 por tanto Az € Wy [ Wa
por lo que Wy [ Ws es un subespacio vectorial O

La unién de dos subespacios de un espacio vectorial V no es en general un subespacio de V. Como se
puede ver en la figura siguiente, donde V es R?

—P <
4.
~

/ Wi

Al tomar x € Wy y y € Wa se tiene que z,y € Wi |JWs y, sin embargo « +y ¢ Wi |J Wa

Teorema 1. Sean Wy y Wy dos subespacios del espacio vectorial V. Si W1 |JWa es subespacio de V,
entonces Wi C Wy ¢ Wy C Wy

Demostracion. Supongase que Wy ¢ Wy y probaremos que Wo C Wy. Wy ¢ W5 existe un vector y € W,
tal que y ¢ W5. Entonces se tiene que x € Wo C Wi |UWa y y € Wy C W, | Wa.

Como W1 | Ws es subespacio de V, se concluye que z+y € Wi |JWa ,esdecir c+y € Wy 6 2 +y € W,
Se tiene que x + y ¢ W, pues en caso contrario, ya que x € Ws se tendria (x + y) + (—z) € Wa, o sea
y € W3 lo cual es una contradiccién a la eleccién de y.

Entonces « +y € Wi. Pero y € W1, entonces (x + y) + (—y) € Wi o sea x € W1, lo que prueba que
Wy C Wi ]

Proposicion 2. Sean W1 y Wo dos subespacios del espacio vectorial V, se tiene entonces que
(1) La suma de Wy y Wy definida como

W1+W2:{UEV|’U=’LU1+’LU2U}1€W1y’U)2€W2}

es un subespacio vectorial de V.
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Demostracion. 0 € Wi + Wy pues0=0+0con 0 € Wy y 0 € Wy
Si x,y € W1 + W5 entonces existen wq,w] € Wy y we, wh € Wh tal que
r=w +wy, Y=wi+w
se tiene entonces que
w4y = (w1 +ws) + (W) +wy) = (w1 +w) + (wy + wh)

pero como wy + wi € Wi y wy + wh € W, pues tanto Wi y Wy son subespacios de V. Entonces
xr+y € W1 + Wa.
Similarmente
Az = Awy + wa) = Awy + Aws
en donde Aw; € Wy y Aws € Ws de modo que Az € Wy + Wh.
Por tanto W, + W5 es un subespacio de V. O

Teorema 2. Sean Wy y Wy dos subespacios del espacio vectorial V. Entonces
Wi+ Wy = £(W1UW2)

(es decir el subespacio generado por Wi |JWa es Wi 4+ Wa).

Demostracion. Se tiene que Wi |JWa C Wy + Wy y sabemos que Wy 4+ Ws es un subespacio de V. por lo
tanto

£(W1UW2) C Wi+ Ws

Tomamos ahora un vector © = wy + wy € Wy + Wa. Se tiene que wy € Wi C Wi JUWa y we € Wa C
W1 U Wa. Como en £(W; | Wa) estan todas las combinaciones lineales de vectores de Wi | Wa. Entonces

x:1~w1+1-w2€£(W1UW2)

esto prueba que Wi + Wy C £(W7 [ Ws) O

Definicién 1. Sean Wi y Ws dos subespacios del espacio vectorial V. La suma Wy + Ws es llamada
suma directa de Wy y Ws, denotada
Wi & Wy

si cada vector en el subespacio Wy + Wy tiene una unica representacion como la suma de un vector en
W1 y un vector Ws.

Teorema 3. Sean Wi y Wy dos subespacios del espacio vectorial V. Escriba U = W1 + Ws. Las dos
siguientes condiciones son equivalentes

a) U=W;®&W,

b) Wi (W2 = {0}

Demostracion. 1 = 2
Ciertamente Wy (Wa C Wy + Wha.
Sean x € Wi (| Wy. Como x € W escribase

r=x4+0e W+ W,
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Similarmente, como x € W5, escribase
r=04+zxze€ W+ W,

Ahora bien, el vector x como elemento de W7 + W5 tiene una tnica representacion en este subespacio.
Comparando entonces las expresiones anteriores

r=x+0
r=0+z

se concluye que z = 0. Es decir, Wy [ W2 = {0}
2 =1
Supoéngase que x € Wi + Ws tiene dos representaciones distintas, digase

Tr = wi + wo
T = wi + wh
Entonces
/ /
w1 + W2 = Wy + Wy

o bien,
Wy — Wy = wh — wo

ahora bien, wy — w} pertenece a W (pues wjyw] pertenecen a W y éste es un subespacio de V).

Similarmente w) — wq pertenece a Ws. Por tanto, wy — w)] pertenece tanto a Wi como a Wy (pues
/ /

w) — w) = wh —wa ).

Entonces wy; — w} € Wy [ Wa. Pero W1 (W2 = {0}, lo que permite concluir que w; = wj. Con un

argumento similar se muestra que wy = w}, y por tanto la representacion de x € Wy + Ws es tnica. 0

Ejemplo Counsidérese el espacio F(R) (esto es, el espacio de todas las funciones reales definidas en la
recta R. Sean Wy y Ws los siguientes subconjuntos de F(R)

Wi ={feF(R)| f(z)= f(-x) Yz eR}
Wy ={f € F(R) | f(z) = —f(-2) Yz eR}

Sea f un vector cualquiera de F(R).
Definimos las funciones g y h como:

observamos que

o(—2) = 5(F(~2) + §(2)) = 9(a)
W) = 5(F(=2) = f(&)) = —5(f(&) = f(~2)) = h(~=)

Oseaquege Wy yheWs.
Pero f = g+ h, lo que muestra entonces que

F(R) =W, + W,
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Ahora bien supongase que ¢ € Wi (| Wa. Entonces para « € R se tiene

p(-e) = o) = —¢(-2)
eeWr peWs

de donde ¢(x) = 0, esto es, ¢ es la funcion cero.
Entonces se tiene de hecho
F(R) =W ® Wsy
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