Unidad 5. Producto Escalar 5.6 Complemento Ortogonal

Complemento Ortogonal I

Definicién 1. Sea V un espacio vectorial con producto interno (V,(,)) y sea W un subespacio de V. Al
conjunto

Wt ={veV| (vw)=0}
se le llama complemento ortogonal de W

Teorema 1. Sea (V,{(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y sea W un
subespacio de V. Entonces
V=waew"

Demostracion. Sea 1 = {v1,v2,...,v5} (K < dim V) una base del subespacio W. Aplicando el proceso
de Gram-Schmidt, se puede construir a partir de 5; una base ortonormal
B = {u1, uz, . wi}

de W. Se extiende esta base a una base 8 de V y se aplica nuevamente el proceso de Gram-Schmidt a la
base (8 para obtener una base ortonormal 3’ de V.

Se tiene que los primeros k vectores de 3 son uq,ug, ..., ug (los vectores de la base ortonormal de W). Es
decir

ﬁ/ = {U1, Uy ooey Uy U414 ,un}

donde n = dim V. Veremos que los vectores 1, ..., u, forman una base ortonormal de W=
(1) Se tiene que los vectores ug1, ..., 4, son linealmente independientes.
Sea v € W', Como v € V, existen escalares ci, ca, ..., ¢, tales que

n
V= cCiul + Ccoug + - - + CpUk + Cp1 Ukl + 0 F Cruy = E CjUj
i=1

Ya que (v,u;) =0 parai=1,...,k se tiene

n n
0= (v,u;) = <chuj,ui> = ciluj,u) =¢
j=1

j=1
Entonces
UV = Cly1Uk+1 + -+ CpUp
lo que muestra que los vectores g1, ..., u, generan W= y por lo tanto constituyen una base de el.

Dado entonces cualquier vector v € V' puede expresarse como

v = cC1u1 + CoUug + - - - + CrpUK + Cpp1Uk+1 -0+ Cply

ew cwi

es decir
V=W+Ww"

Supongamos que w € W (YW entonces (w,w) = 0, lo cual implica que w = 0. Es decir, que

W\ Wt = {0}
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y por lo tanto
V=waowt

O

Ejercicio Sea 8 = {u1,us,...,ux} una base ortonormal del subespacio W. Entonces todo vector v € V
se puede escribir de manera tinica, como

v=u0v1 +vy, v €W, UQEVVL

en donde

YU =vV—11

Solucion Al ser v; una combinacién lineal de los vectores de la base 5 de W entonces v; € W.
Vamos a ver que vy = v —v; € W+
Siw € W se tiene

k
w = E CjUj
j=1

por lo que

k
<2> @W,w
k k
= Zc]@,uj) — ch Z<U i) (i, uj)
k k
= ch(v,uj> - ZCJ<U’UJ>
=0

por lo tanto v € WL
Ejemplo Considere el espacio R* con el producto interno canénico. Sea W = L(wy, w2) en donde
wy; = (1,1,0,0), we=1(0,1,0,1)

Suponga que se quiere expresar el vector v = (2,3, —1,4) € R* como v = v; + v, en donde v; € W
y v2 € W,

(1) Sea 8 = {u1,us2} una base de W.

(2) Con el proceso de Gram-Schmidt se construye una base ortonormal, en este caso

1

L ,0,0)]

(1,1,0,0) = —(1,1,0,0)

7
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por otro lado
1 1 11
Vo — (vl,u1>u1 = (O7 1,0, 1) i (17 1,0,0) = <2, 5,0, 1)

y por lo tanto

Entonces

p={ 003 (-3 300)]

es una base ortonormal de W.
El vector v; € W sera
vy = (v, ur)ug + (v, ug)usg

() dyeson3(2) (b

5 11
=2(1,1,0, 0)+3< ,0,1):(1,4,0,3)

\]

Por otro lado se tiene
vy=v—uv =(2,3,-1,4) - (1,4,0,3) = (1,—-1,—-1,1)
en donde (1,4,0,3) e Wy (1,-1,-1,1) e WL

Aplicacion a los sistemas de ecuaciones

Considérese el sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n incognitas
a11T1 + a1222 + -+ a1y =0
a1T1 + A2 + -+ - + A2pTp =0
Am1T1 + Am2T2 + -+ + pnp =0

Sean ¢;, definidos como
— n N
¢i = (a1, @2, .oy ain) ER 1i=1,...,n

Con el producto interno candnico de R", el sistema de ecuaciones puede verse como

<61,X> =0
<CQ,X> = O
(cn,_')b. =0

en donde X = (z1, 2, ..., Tp)-

Sea W el subespacio de R™ generado por los vectores ci, ¢a, ..., Cp-

Obsérvese que X = (1, T2, ..., T,) es solucién del sistema si y solo si X € W+,
Es decir, que W= es precisamente el espacio solucién del sistema.
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