
Unidad 5. Producto Escalar 5.1 Productos Escalares y Hermitianos

Productos Escalares y Hermitianos

De�nición 1. Sea E un espacio vectorial, un producto escalar en E es una función de

〈, 〉 : E × E → F

donde F ∈ {R,C} que a cada par de vectores x, y ∈ E le asocia un número

〈x, y〉

que satisface las siguientes propiedades:
1)〈x, x〉 > 0 si x 6= 0
2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 La barra indica conjugación compleja
3)〈λx, y〉 = λ〈x, y〉
4) 〈x+ y, z〉 = 〈x+ y〉+ 〈y, z〉

Ejemplor La función de Rn × Rn → R con valores

〈x, y〉 = x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

es un producto escalar

Demostración. Tenemos que

a) 〈x, x〉 = x · x = x21 + x22 + · · ·+ x2n > 0 si x 6= 0

b) 〈x, y〉 = x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxn = y · x = 〈y, x〉

c) λ〈x, y〉 = λ(x · y) = λ(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn) = (λx1y1 + λx2y2 + · · ·+ λxnyn) =

([λx1]y1 + [λx2]y2 + · · ·+ [λxn]yn) = (λx · y) = 〈λx, y〉

d) 〈x+y, z〉 = (x+y)·z = (x1+y1, x2+y2, ···, xn+yn)·(z1, z2, ···zn) = ((x1+y1)z1+(x2+y2)z2+···

+(xn+yn)zn) = x1z1+y1z1+x2z2+y2z2+···+xnzn+ynzn = x1z1+x2z2+···+xnzn+y1z1+y2z2+···+ynzn =

(x · z) + (y · z) = 〈x, z〉+ 〈y, z〉

Ejemplo El producto escalar usual en Cn está dado por

〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

comprobar que es en efecto un producto escalar
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Demostración. Vamos a comprobar que se cumple 〈x, x〉 > 0, en este caso

〈u, u〉 = u1u1 + u2u2 + · · ·+ unun

= |u1|2 + |u2|2 + · · ·+ |un|2 ≥ 0

Vamos a ver que se cumple 〈x, y〉 = 〈y, x〉, en este caso

〈u, v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

= v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun

= v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun

= 〈v, u〉

Vamos a ver que se cumple 〈u, λv〉 = λ〈u, v〉, en este caso

〈u, λv〉 = u1λv1 + u2λv2 + · · ·+ unλvn

= u1λv1 + u2λv2 + · · ·+ unλvn

= λ(u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn)

= λ〈u, v〉

Vamos a ver que se cumple 〈x+ y, z〉 = 〈x+ y〉+ 〈y, z〉, en este caso

〈u+ v, w〉 = (u1 + v1)w1 + (u2 + v2)w2 + · · ·+ (un + vn)wn

= u1w1 + v1w1 + u2w2 + v2w2 + · · ·+ unwn + vnwn

= u1w1 + u2w2 + · · ·+ unwn + v1w1 + v2w2 + · · ·+ vnwn

= 〈u+ w〉+ 〈v, w〉

La norma inducida por un producto escalar

Si V es un espacio con producto escalar 〈, 〉. De�nimos su norma, como

‖v‖ =
√
〈v, v〉

En general, una norma en un espacio vectorial E es una aplicación x → ‖x‖ de E en (0,+∞) que
satisface las siguientes propiedades:
1)‖v‖ > 0
2) ‖v‖2 = 〈v, v〉
3) ‖λv‖ =

√
〈λv, λv〉 =

√
λλ〈v, v〉 =

√
|λ|2〈v, v〉 = |λ|

√
〈v, v〉 = |λ|‖v‖ ∀λ ∈ E.
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Desigualdad de Cauchy Schawarz En un espacio vectorial V se cumple

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖

Demostración. Consideremos el producto escalar 〈u− λv, u− λv〉 para obtener

0 ≤ 〈v − λw, v − λw〉 = 〈v, v − λw〉+ 〈−λw, v − λw〉

= 〈v, v〉+ 〈v,−λw〉+ 〈−λw, v〉+ 〈−λw,−λw〉

= ‖v‖2 − λ〈v, w〉 − λ〈w, v〉+ λλ‖w‖2

= ‖v‖2 − λ〈v, w〉 − λ〈v, w〉+ λλ‖w‖2

Hacemos

λ =
〈v, w〉
〈w,w〉

=
〈v, w〉
‖w‖2

y se obtiene

0 ≤ ‖v‖2 −
(
〈v, w〉
‖w‖2

)
〈v, w〉 −

(
〈v, w〉
‖w‖2

)
〈v, w〉+

(
〈v, w〉
‖w‖2

)(
〈v, w〉
‖w‖2

)
‖w‖2

Multiplicando por ‖w‖2 tenemos

0 ≤ ‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉〈v, w〉 − 〈v, w〉〈v, w〉+ 〈v, w〉〈v, w〉

⇒ 0 ≤ ‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉〈v, w〉

⇒ 〈v, w〉〈v, w〉 ≤ ‖v‖2‖w‖2

⇒ |〈v, w〉|2 ≤ ‖v‖2‖w‖2

por lo que
|〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖
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