Unidad 6. Determinantes 6.1 Propiedades

Propiedades del Determinante

1. Sea A una matriz de orden n. Entonces

det A =det A'

Demostracion. Sea B = (b;;); j=1,..» la matriz transpuesta de A = (ai;); j=1,....n- Es decir b;; =
aji, %,j=1,...,n. Entonces

det A® =det B = Z(sgn W)blﬁ(l)bgﬂ(g) cee bmr(n)

Sea j = 7(i). Entonces 7~ 1(j) =i y se puede escribir

bir(1)b2r(2) *** bur(n) = br—1(1)(1)br-1(2)(2) "~ D=1 (n) ()

sabemos también que

sgn ™= sgn at

por lo tanto
det B = (sgn m)bix(1)b2n(2) ** bun(m) = det B="> (sgn ® bro1(1)mybr-1(2)(2) - ba=1(n)(n)
™ a1
al ser bj; = aj;, %, =1,...,n se tiene
D (s9n 7 b yyba-1 22y bty = D (890 T a1 1)@ @) Ayt ()
Y P

Ahora bien, cada permutacion o del conjunto {1,2,...,n} es la inversa de alguna permutaciéon de
este conjunto, tomamos entonces o = 7! tenemos entonces

Z(Sgn 7T_l)a(l)w—l(1)61(2)7r—1(2) C e Op)r—1(n) = Z(sgn T 1 a1)0(1)82)0(2) * * An)o (n)
-1 -1
=det A
O

2. Se dice que la matriz A = (a;;)i j=1,..,» €S una matriz triangular superior (triangular inferior) si
a;; =0 para i > j (a;; = 0 para ¢ < j respectivamente). Se cumple entonces

det A = a11a22 - Apnp,

Demostracion. Sea o una permutacion del conjunto {1,2,...,n} Si para algan j € {1,2,...,n}
ocurre o(j) # j, entonces debe existir i € {1,2,...,n} tal que i > o(i). En tal caso a;,(;) = 0. Siendo
el anico producto que no es cero donde o (i) = i para toda i. Se trata, de la permutacion identidad
para la cual sgn o = 1. Entonces

det A= Z(SQTL J)ala(l)a20(2) e amy(n) = Qa11022 - Apn
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Unidad 6. Determinantes 6.1 Propiedades

y como la transpuesta de una matriz triangular superior es una matriz triangular inferior segin el
resultado anterior, tambien ocurre

det At = 11022 " Qpn
O
3. Sean A = (aij)i’jzl,m,n, B = (bij)i7j:1,...,n: C = (Cij)i,jzl,..,,n- Sup()ngase que para alguna r e
{1,2,...,n} se tiene ¢,; = a,; + b,;, mientras que si ¢ # r, ¢;; = a;; = b;;. Entonces

det C =det A+det B

Demostracion. Tenemos que

det C = Z(sgn 0)010(1)620(2) Cro(r) T Cno(n)

= Z(Sgn 0)010(1)020(2) T (ara(r) + bra’('r‘)) * " Cno(n)

= Z(Sgn 0)610(1)020(2) ©Qro(r) " Cno(n) T Z(Sgn 0)010(1)020(2) e bra(r) ©* Cno(n)

g

= Z(Sg?’l U)ala(l)a2a(2) o Qro(r) T Ono(n) + Z(Sg?’l U)bla(l)b2a(2) e er(T) to bna(n)

det A+ det B

4. Si A’ es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus lineas entonces
det A’ =—det A
Demostracion. Sea A’ = (agj)m:l,_“’n. Supéngase que A’ se obtuvo de A intercambiando en ésta
las lineas p y q. Entonces si A = (a;;); j=1,....n Se tiene

;L .
aj; =ag Sioi #£p,q
/

Ap; = Qqj
[ .
aqj - apJ

Se tiene por lo tanto

det A"=) (sgn 0)alo(1)@ho(z) " Upa(p) " Ygotq) ** Tna(n)

=D (891 0)a15(1)a20(2) *** Ggo(p) " Apo(q) "~ no(n)

La permutacién sigma se comporta

1 ... p ... q .« .. n
det A'=""sgn A1a(1) “** Ggo(p) " * Apo() " Gno(n)
o \e) o) e ol o)
donde
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Unidad 6. Determinantes 6.1 Propiedades

/ 1 p |- q |- n
det A =zsy" O ) @ ® Q16(1) """ Ggo(p) """ Cpa(g) """ Gno(n)
4 - |ap)]| - |olg)] -+ o(n T T

y deberia comportarse

1 . p e q e n
det A= Z sgn A1x(1) """ Qgn(q) * " Apr(p) " " Cnz(n)
= \r() e owp) e we) e T

1 - [p1--q] - =n
det A= Z sgn A17(1) " * * Qgm(q) * " " Apm(p) * * * Anm(n)
m

(1) - 7@ - [ - 7(n) T T
Definimos la transposicién
1 p q n
T =
1 q D n
entonces ™ = ¢ o T es la permutacion
1 14 q n
m =
(1) 7(q) 7(p) m(n)
Ademas, sgn m = sgn(o o T) = —sgn o. Entonces

det A= (sgn m)a1r(1)** Agn() *** Apr(p) ** * Inm(n)

==Y (91 T)a15(1) **~ Ugop) ** Apoq) -~ Tno(n)
g

—det A’

5. Si A es una matriz de orden n, que posee dos lineas iguales, entonces

det A=0

Demostracion. Supongase que A es una matriz de orden n que tiene las lineas p y q iguales. Sea A’
la matriz que se obtiene de A intercambiando las lineas p y q.
Se debe cumplir A = A’. Pero segtn el resultado anterior

det A’ =—det A
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por lo tanto
det A=0

O

6. Sea A’ la matriz que se ha obtenido de A multiplicando una de sus lineas por la constante c.

Entonces
det A’ =c det A

Demostracion. Sea A’ = (a;j)i,jzlw,n, A = (aij)ij=1,..,n. Supongamos que la linea r de A fue
multiplicada por ¢ para obtener A’. Entonces

o
a;; =ai; si 1FET

r . s
aij = cam S 1=T
Se tiene entonces

det A" = (59 M)a\r(1) " An(ry Uy
= Z(Sgn T)@17r(1) " Chrr(r) " * Ony(n)

= CZ(SQ’R W)al‘n'(l) C Q) T Gppe(n)

cdet A
O

7. Sea A’ la matriz que se obtiene de A sustituyendo su r-ésima linea por ella mas k veces su s-ésima

linea. Entonces
det A’ =det A

Demostracion. Sea B = (b;;); j=1,...n la matriz tal que

bij =a;; st iFEr
brj =kas; st i=r

Sea A’ = (agj)i,jzlw,n la matriz tal que

/ P .. = .. 7 ;
a; = aij = bjj st iFET

;L _ .
arj—arj—i-k‘asj—arj—i—brj st 1=r

segln resultados anteriores
det A" =det A+ det B

por otro lado B
det B=kdet A

donde A es la matriz que tiene sus lineas r y s iguales, y por tanto, det A =0 es decir det B = 0.

Por tanto
det A’ =det A

O
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En resumen se tiene

OPERACION EFECTO EN det A
Intercambio de lineas en A det A"=—det A
Multiplicar una linea por una constante c det A" =cdet A
Sustituir una linea por ella misma mas un multiplo de otra | det A’ =det A

También se ha probado que el determinante de una matriz cuadrada A es igual al determinante de
su matriz transpuesta A’. Por lo que toda propiedad de los determinantes relacionada con las lineas
de una matriz sigue siendo valida si en lugar de las lineas de la matriz se consideran sus columnas
(pues las columnas de la matriz son las lineas de la matriz transpuesta, y el determinante no se ve
afectado por este cambio).

En resumen se tiene

OPERACION EFECTO EN det A
Intercambio de columnas en A det A’ =—det A
Multiplicar una columna por una constante c det A’ =cdet A
Sustituir una columna por ella misma mas un multiplo de otra | det A’ = det A

8. Si la matriz cuadrada A tiene una linea (o columna) de ceros, entonces

det A=0

Demostracion. Sir es la linea de A que consta de solo ceros, esto es, a,; =0, j = 1,...,n se tiene
que en todos los productos que aparecen en la definiciéon del determinante de la matriz A, éstos
tienen siempre como factor un elemento de ésta linea. Por lo tanto todos son cero, y entonces,

det A=0

9. Si A es una matriz no inversible, entonces

det A=0

Demostracion. Si A es no inversible, entonces su forma escalonada reducida tendrd una linea de
ceros y segun lo anterior
det A=0
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