Unidad 3. Transformaciones Lineales 3.1 El espacio de las transformaciones lineales

El espacio de las Transformaciones Lineales

Dada una funcién f: R — R, consideramos las del tipo f(z) = maz y tenemos que
f(z1 +32) = m(21 + 22) = mx1 + mae = f(z1) + f(z2)

flex) = m(ex) = c(mx) = cf (x)

Es decir la funcion f transforma sumas en sumas y productos por escalares, geométricamente esto se ve
como

fx)) + x) [= === ===~ ) fmmmm o

)
/%) —

1

]

1

]

i 1) ===~
) == 1
1
1

>

Una generalizacion algebraica de este tipo de funciones; son la que tienen dominio y codominio espacios
vectoriales. A este tipo de funciones se les llama transformaciones lineales

Definicién 1. Sean U,V dos espacios vectoriales. Se dice que la funcionT : V — U es una transformacion
lineal si

(1) T preserva sumas
T(Ul + ’UQ) = T(’Ul) + T(Ug), Vo,vmeV

(2) T preserva productos por escalares
T(cw)=cT(v), VveV,VceR
Ejemplo Una reflexion por el eje x se puede definir R, : R? — R? dada por
Ry(,y) = (2, —-y)

Vamos a comprobar si es una transformacion lineal, en este caso, sean v; = (z,y), v2 = (2/,y')
tenemos entonces que

Rm(vl + v2) = Rw(('ray) + (xl,yl)> = Ra:(x + xlay + yl)

=(@+2,-(y+y))=(+2",—y—v) = (z,—y) + (&', —y') = Ra(v1) + Ru(v2)
Por otro lado

Ry(cv1) = Re(c(z,y)) = Ro(cx, cy) = (cx, —cy) = (cx,c(—y)) = c(z, —y) = T'(z,y) = cRy(v1)

por lo tanto R, es una transformacién lineal. Geométricamente se ve
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Ejemplo Una homotecia de razén k en el plano cartesino es una transformaciéon Hy, : R2 — R? tal que

Hy(z,y) = (kz, ky)

Vamos a comprobar si es una transformacion lineal, en este caso, sean v; = (z,y), va = (2/,y)
tenemos entonces que

Hy(vy +v2) = Hp((z,y) + (2',y)) = Hy(z + 2,y + o)

= (k(z+2'),k(y+ ) = (kx + ka' ky + ky') = (kx, ky) + (ka', ky') = Hy.(v1) + Hp(v2)

Por otro lado
Hy(cv1) = Hy(c(z,y)) = Hi(cx, cy) = (kew, key) = (ckw, cky) = c(kx, ky) = cHy(x,y) = cHy(v1)
por lo tanto Hj, es una transformacién lineal. Geométricamente se ve
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Homotecias de razones k = PR k=2

Ejemplo Una rotaciéon del plano cartesino con centro en el origen por un angulo 6, lleva el vector de
posicién del punto P al vector de posicién Py tal que el &ngulo entre ambos vectores es precisamente
0
Geométricamente tenemos que si P = (z,y) = z(1,0) + y(0,1) entonces Py = z(cosf,senf) +
y(—sen B, cosf), es decir, el rotado del vector P que es una cierta combinacion lineal de los vectores
base, es el vector obtenido formando la misma combinacién lineal de los rotados de los vectores
bésicos.
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3.1 El espacio de las transformaciones lineales

A
Py = (—sen ¢, cos ¢)
<RG0, 1),
Pg.= (cos ¢, sen ¢)
/'\\
6}
O P=(1,0)

Tenemos entonces que Ry : R — R? es tal que

Ry(z,y) = z(cos0,sen ) + y(—send, cos 6)

Vamos a comprobar si Ry es una transformacion lineal, en este caso, sean v; = (x,y), vo = (2/,y)
tenemos entonces que

Ro(v1 +v2) = Ro((x, ) + (2',9)) = Ro(x + 2",y +4)

= (z + 2')(cosO,sen ) + (y + y')(—sen 0, cos )
= ((z+2")cosO, (x +z')sen ) + (—(y +y') sen b, (y + y') cos 0)
= (zcosf + 2’ cosf,rsenf + 2’ sen ) + (—ysenf — y' sen 6,y cos 6 + y' cos )
= (zcos —ysenf + ' cos — y' send, xsen d + ycos O + ' sen 6 + y' cos )
= (zcosf —ysenf,zsenf + ycosf) + (2’ cos — y' send, z' sen 6 + y' cos )
= (zcosf,xsenf) + (—ysenb,ycosf) + (' cosh,z' sen ) + (—y' sen 6,y cos )
= z(cos,sen ) + y(—sen 6, cosf) + x'(cos 0, sen 0) + 3’ (— sen 6, cos 0)
= Ro(z,y) + Ro(2",y/)
= Ro(v1) + Ro(z,y)(v2)
Por otro lado

Ry(cv1) = Ry(c(z,y)) = Ro(cz, cy)

= cx(cosf,sen ) + cy(—sen b, cos )

= ¢(z(cos B, sen ) + y(—sen b, cos 9))
= cRy(z,y)

= cRy(v1)
y por tanto las rotaciones del plano con centro en el origen son transformaciones lineales
Ejemplo Reflexion: Dado un punto z se tiene que z’ es una reflexién de x con respecto a una recta L
si: o
(1) za’ L L
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(2) La interseccién M de zz’ con L es punto punto medio de z2’, es decir

1

M= -(z+2)
2
A

L
x
M
u x
de donde
' =2M —x

Por otro lado si u es un vector unitario en la direccién de la recta L, entonces la proyecciéon de x

sobre el vector u es
T-u

Pul@) = e
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Si u es un vector unitario que forma un angulo 8 con el eje X entonces

u = (cos b, senb)

y por tanto
(z,y) - (cosd,sen )

|I(cos 8, sen 6)||2
= (zcos @ + ysend)(cosb,send)

Py(z,y) =

(cosf,sen )

= (xcos®f + ysen b cos 0, x cos O sen  + ysen? 0)

sustituyendo en
¥ =2M — =z

se tiene
(2',9') = (22 cos® O 4 2y sen @ cos 0, 22 cos @ sen O + 2y sen® 0) — (x,y)

= (22 cos? § + 2y sen § cos § — x, 22 cos O sen O + 2y sen® O — y)
= (2(2cos? 0 — 1) + y(2senf cosh), (2sen f cos B)x + y(2sen? § — 1))
= (z cos(20) + ysen(20), x sen(26) — y cos(26))
= x(cos(20), sen(20)) + y(sen(26), — cos(26))

z'\ (%) = cos(20)  sen(26) x
v ) T \y)  \sen(20) —cos(20)/) \y
Teorema 1. Sean Uy V dos espacios vectoriales, en donde V es de dimension finita (dim V=n). Sea

B = {v1,v2,...,0,} una base de V y sean uy,us,...,u, vectores cualesquiera de U. Existe una tinica
transformacion lineal T : V' — U tal que T'(v;) = u;, 1 =1,2,..,n

visto como matrices
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Demostracion. Para el vector v € V, existen escalares oy, as, ..., a,, tales que
V= Q1] + Uy + -+ - + apUp
Definimos 7' : V' — U de la siguiente manera
T(v) =T(a1v1 + agve + - -+ + apv,) = aqur + ague + - -+ + apuy,
Obsérvese que
T(v;) =TOvy +0v2+---+1-v; 4+ 0vp,) =u;

de modo que esta transformacion posee la propiedad requerida en la conclusiéon del teorema.
Veamos que T es lineal.
Sean v,v’ € V, se tiene entonces

V=1V + QU + -+ + Uy

/ / / /
V= QU1 + QU + -+ QU

Entonces
/ / ! /
vV+v = aiv1 + U + -+ Uy + U1+ apva + -0+ Qv

de modo que
T(v+v") =T(a1v; + aavg + -+ + @y, + &jvr + ahvy + -+ + alyvy,)

=T((a1 + a))vr + (a2 + ag)va + -+ + (an + af)vn)
= (a1 + ap)ur + (a2 + ah)us + -+ + (an + a7 )uy
= (quy +ag +ug 4+ + an + up) + (Qqur + o +ug + -+ + oy, + uy)
=T(v)+T()

SiceR
T(cv) = T(c(arvr + agve + - -+ + apvy))

= T(cayvr + cagvy + -+ - + canvy)
= caquy + casug + - - 4+ capty
= claqur + agus + - - + apuy)
= cT'(v)

lo que muestra que T es lineal. ~
Para probar la unicidad de T, supongamos que 7' : V' — U es una transformacion lineal con la propiedad

T(v) =T(a1v1 + aavy + -+ + apvy)

alf(vl) + agf(vg) 4t anf(vn)

= Uy + QU + -+ + Qplp

=T(v)
es decir T(v) = T(v), ¥V v €V, lo que significa entonces que T' = 7. O
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