Unidad 4. Transformaciones Lineales y Matrices 4.3 Tsomorfismos

Matriz Asociada a una Transformacion Lineal

En seguida se muestra como se construye la matriz de una transformacion lineal cuando se especifican
las bases en el dominio y el contradominio de una tal transformacién.

Sean V y U dos espacios vectoriales de dimension finita, digase dimV =n y dimU = m.

Tomese bases 1 de Vy B de U

B1 = {vi,v2, ..., 00}
Bo = {ur,ug, ..., um}

Sea T : V — U una transformacion lineal entre estos espacios.
Para el vector v € V existen escalares 1, zs, ..., x, tales que

V=21V + ToU2 + -+ 2V,

Es decir,

Ln

La imagen de v bajo T es el vector
Tw) =T(x1v1 + x2v2 + - -+ xpv,) = 21T (v1) + 22T (v2) + -+ + 2, T (v,) = ijT(vj)
j=1

Cada vector T'(vj), j =1,...,n se encuentra en U, de modo que existen escalares aj;,asj, ..., am; tales
que

m
T'(vj) = a1jur + agjuz + -+ + Amjlim = E aijui, j=1,...n

i=1
Es decir,
aij
agj
T)s=| . | §=L..n
Qmj
Tenemos entonces que
n n m
Tw) = E z;T(v;) = g x; g @iju;
j=1 Jj=1 1=1
m n
= E A5 5U;
=1 j5=1

T'(v) tiene una expresion tinica en U como combinacién lineal de los vectores uyq, ..., u,, de la base 82 de
U, concluimos que

n n n
(T@)g, = | Y a1j5, > a9, Y Ay
j=1 j=1 j=1
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o bien

[T(v)lg, =
Z;:l AmjTj
considérese la matriz
A = (a”) i=1,..., m
j=1,..., n
Obsérvese que
a11 ai2 - Qln x1 n )
a1 G2 - G2n | |22 25=1 1153
A[v]ﬁl = = = [T(U)]ﬁz
n
am1 QAm2 - Amn I Zj:l Amj

es decir
[T(v)]ﬁb = A[U]51

La matriz A es tal que en su j-ésima columna se encuentran los elementos de la matriz de coordenadas
del vector T'(v;) (la imagen del j-ésimo vector de la base 31 de V) con respecto de la base 8, de U.
Esquematicamente

A=[T(v1)]g, T(v2)lg, -+ T(vn)]s.]

esta matriz tiene la propiedad de que multiplicada por la matriz de coordenadas del vector v € V' con
respecto a la base 51 da por resultado la matriz de coordenadas del vector T'(v) € U con respecto a la
base 5> de U.
A esta matriz se le llama matriz de la transformacion T con respecto a las bases 31 y (2, se tiene entonces
que

A= [T]51ﬂ2

Isomorfismo entre el espacio de matrices y el de transformaciones lineales

Denotamos por L(V,U) al conjunto de todas las transformaciones lineales de V a U.

Teorema 1. Sea V un espacio vectorial de dimension n y U un espacio vectorial de dimension m con
bases

B ={v1,..svn}, B2 ={u1,...;unm}

respectivamente.
La funcion F : L(V,U) = M,,xn dada por

F(T) = [T,

es un isomorfismo del espacio vectorial L(V,U) al espacio vectorial M, xn
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Demostracion. 1. Vamos a mostrar que F es lineal.
En este caso los elementos de la j-ésima columna de la matriz [Th + T3], g, son los elementos de la
matriz [(Th + T2)(v;)]p, pero

(T + T2)(v))]g, = [T1(vj + Ta(vj]g,

= [T1(v5]p, + [T2(vjlp,

como la relacién es valida para toda columna j, se concluye
F(Ty +T2) = [T + T3]p, p, = [(Ta]gy . + [T2]pip, = F(T1) + F(T2)

Por otro lado los elementos de la j-ésima columna de la matriz [¢T', 3, son los elementos de la
matriz [(¢T')(v;)]s, pero

[(eT)(v;)lg, = c[T(v;)]s,

como la relacién es valida para toda columna j, se concluye
F(CT) = [CT]ﬁlﬁz = C[T]ﬂ1ﬂ2 = CF(T)
por lo tanto F es lineal

2. Vamos a mostrar que F es una biyeccién
Sea A = (aij)i_zll ..... m una matriz Mo, xn.
=1, "'n

Definimos
W = a1ju1 + AUz + - - - + AmjUm € U j=1,...,n

Sabemos que existe una transformacién lineal T; V' — U tal que
T(’Uj) = wWj = a1;u1 + agiUz + -+ Qmpjlm € U, j=1,...n

como
F(T) = [T]ﬁlﬁz =A

entonces F es sobreyectiva.
Como T es tnica estonces F es inyectiva.
Por lo tanto F es un isomorfismo
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