
Unidad 4. Transformaciones Lineales y Matrices 4.4 Cambios de base

Cambios de base

Sean V un espacio vectorial de dimensión �nita, dígase dimV = n
Tómese dos bases β1,β2 de V

β1 = {v1, v2, ..., vn}
β2 = {u1, u2, ..., un}

De manera que para v ∈ V

v = δ1v1 + δ2v2 + · · ·+ δnvn (base β1) (1)

v = ϕ1u1 + ϕ2u2 + · · ·+ ϕun (base β2) (2)

Es decir,

[v]β1 =


δ1
δ2
...
δn

 , [v]β2 =


ϕ1

ϕ2

...
ϕn


Se quiere ver la relación [v]β1 y [v]β2

Como β1 es base de V cada uj , j = 1, ..., n de β2 se puede escribir de manera única como combinación
lineal de β1. Es decir existen escalares pij tales que

uj = p1jv1 + p2jv2 + · · ·+ pnjvn =

n∑
i=1

pijvi, j = 1, ..., n

o sea que

[uj ]β1
=


p1j
p2j
...
pnj

 j = 1, ..., n

Tenemos entonces que

v = ϕ1u1 + ϕ2u2 + · · ·+ ϕun =

n∑
j=1

ϕjuj =

n∑
j=1

ϕj

n∑
i=1

pijvi

=

n∑
i=1

n∑
j=1

pijϕjvi

=

 n∑
j=1

p1jϕj

 v1 +

 n∑
j=1

p2jϕj

 v2 + · · ·+

 n∑
j=1

pnjϕj

 vn

Al comparar con (1) se tiene

δ1 =

n∑
j=1

p1jϕj , δ2 =

n∑
j=1

p2jϕj , · · · , δn =

n∑
j=1

pnjϕj
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o sea

δi =

n∑
j=1

pijϕj

considérese la matriz P = (pij)i,j=1,...,n en cuya j-ésima columna se encuentran los elementos de la matriz
[uj ]β1

P =


p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn


esquemáticamente

P = [[u1]β1
[u2]β1

· · · [un]β1
]

Obsérvese que

P [v]β2 =


p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn



ϕ1

ϕ2

...
ϕn

 =


∑n
j=1 p1jϕj

...∑n
j=1 pnjϕj

 =

δ1...
δn

 = [v]β1

es decir la matriz de coordenadas de v respecto a la base β1 se obtiene multiplicando la matriz P por la
matriz de coordenadas de v respecto a la base β2.
Si se intercambian los papeles de β1 y β2 se obtiene la siguiente situación dual

Q[v]β1 = [v]β2

en donde la matriz

Q =


q11 q12 · · · q1n
q21 q22 · · · q2n
...

...
. . .

...
qn1 qn2 · · · qnn


es la que tiene en su i-ésima columna los elementos de la matriz de coordenadas del i-ésimo vector de vi
de la base β1 respecto de la base β2, es decir,

Q = [[v1]β2
[v2]β2

· · · [vn]β2
] [vi]β2

=

q1i...
qni


De�nición 1. A la matriz de orden n tal que

P [v]β2
= [v]β1

se le llama matriz de cambio de base de β2 a β1.

Se ha visto que P es una matriz inversible y que P−1 es la matriz de cambio de base de β1 a β2, es
decir

[v]β2
= P−1[v]β1
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Ejemplo En el espacio de las matrices M2×2 consideremos las siguientes bases

β1 =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}

β2 =

{[
1 2
0 0

]
,

[
1 3
1 0

]
,

[
0 1
2 2

]
,

[
0 0
−2 −3

]}
En este caso ([

1 2
0 0

])
β1

=


1
3
1
0

 ([
1 3
1 0

])
β1

=


1
3
1
0


([

0 1
2 2

])
β1

=


0
1
2
2

 ([
0 0
−2 −3

])
β1

=


0
0
−2
−3


de modo que

P =


1 1 0 0
2 3 1 0
0 1 2 −2
0 0 2 −3


Se puede hallar Q la matriz de cambio de base de β1 a β2, calculando P−1.
Esta es

Q = P−1 =


−3 2 −3 2
4 −2 3 −2
−6 3 −3 2
−4 2 −2 1


Para el vector [

2 −3
7 4

]
se tiene

[v]β1
=


2
−3
7
4


de modo que

[v]β2
= Q[v]β1

=


−3 2 −3 2
4 −2 3 −2
−6 3 −3 2
−4 2 −2 1




2
−3
7
4

 =


25
27
−34
24
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