Unidad 5. Producto Escalar 5.2 Trazas, Adjuntas y Ortogonalidad

Ortogonalidad

Definicién 1. Decimos que u,v en un espacio vectorial con producto interior, son ortogonales si

(u,v) =0
esto se puede representa u_lv

Observacion Si {u,v} es un conjunto linealmente independiente en un espacio V de dimension finita,
entonces 3 A € F tal que
(u—Av)Llv

[ v
Av

Demostracion. Resolviendo el siguiente producto escalar
(u—Av,v) =0
= (u,v) + (=v,v) =0
= (u,v) — AMv,v) =0
= (u,v) = \(v,v)

(wv) _ (uv)
(0,0) ol

Se tiene que (v, v) # 0 pues v es un elemento de un conjuto linealmente independiente O

= A=

Definicién 2. Siu,v son dos vectores en V con (,),

{u, v)

oS @ = ————
[[oll {lull

Definicién 3. Sea V un espacio con producto interior. Un subconjunto S de V es ortogonal si cualquier
par de elementos distintos de S es ortogonal

Proposicion 1. Un subconjunto ortogonal S de V es un subespacio de V

Demostracion. 1. Vamos a ver que 0 € §
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Unidad 5. Producto Escalar 5.2 Trazas, Adjuntas y Ortogonalidad

Demostracion.

0esS O

2. Si wy,ws €S, ¢ € F entonces
(v, w1 + cwa) = (v, wr) + (v, cws)

=0+ (v, cwa)
=¢(v,wy) =0
por lo que S es un subespacio

3. S es un conjunto linealmente independiente

Demostracion. Sean wi,ws, ...,w, € Sy supéngase que

n
0= E a; W;
i=1

se tiene entonces que para cualquier 0 < j <n
n
0= (0,w;) <Za wz,wj> = Zai<wi7wj) = a;j{wj,w;) = ajlw;|?
i=1
como w; # 0 tenemos que a; = 0. Por lo tanto S es linealmente independiente O

O

Teorema 1. Sea (V,{,)) un espacio con producto interior, y sea W el espacio generado por el conjunto
ortonormal de vectores {vy,va,...,v}. El vector u € V pertenece a W si y solo si u puede escribirse

u = (u,v1) v1 + (U, v2) V2 + -+ (U, V) Vi
Demostracion. Si el vector u € V' puede escribirse como
u = (u,v1) v1 + (u,v2) vo + -+ + (u,v;) vk

entonces debe ocurrir que u € W, pues se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores

{’Ul, V2y eeny Uk}.
Si u € W entonces existen escalares cq, cg, ..., ¢; tal que

U = C1V1 + C2V3 + C3Vy + -+ + CLUE = E CiU;

al tomar el producto escalar de u con v; con 1 < j < k se tiene

k
u ’UJ E CiV;i, Uj E C; vl,vj
i=1
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Unidad 5. Producto Escalar 5.2 Trazas, Adjuntas y Ortogonalidad

pero (v;,v;) = 0 si i # j. También se cumple (v;,v;) = [|i]|> = 1 (el conjunto es ortonormal)
por lo tanto (u,v;) = ¢;. Por lo que

k
U= Zcivi = (u,v1) v1 + (U, v2) vo + -+ + (u,v;) v
i=1

O

Teorema 2. Sea (V,(,)) un espacio con producto interior y sea W el subespacio de V generado por el
conjunto ortonormal S = {v1,va,...,vx}. Si u es un vector de W se tiene

k
lall® = {u, v:)
i=1
Demostracion. Segun lo anterior
k
u= Z(u, Vi)
i=1

entonces . . i
Hu”2 = <’LL,’LL> = <Z<u>vi>vi7u> = Z<u7vi> <Ui7u> = Z<u7vi>2
i=1 =1 =1

O

Identidad de Parseval Sea (V,(,)) un espacio con producto interior y M el espacio generado por el
conjunto ortonormal S = {v1,v9,...,vx}. Siu € M y w € V entonces

k

(u,w) = Z(u,viﬂvi,w)

i=1

Demostracion. Si v € M entonces

i=1
por lo que
k k
(u, wy = <Z<u,vz>vi,w> = Z(u,v» (vi, w)
=1 =1
O
Desigualdad de Bessel Sea (V,(,)) un espacio con producto interior y sea S = {v1,va,...,v5} un
conjunto ortonormal de vectores en V. Si u € V se tiene
k
lull® > (u, v5)?
i=1
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Unidad 5. Producto Escalar 5.2 Trazas, Adjuntas y Ortogonalidad

Demostracion. Se considera el vector

k
w=u-— Z(u, v;)V;
i=1
por lo que
k k
ol = o, ) = < S g z<u,vl>vl>
i=1 =1
k k
= (u,u) — <u,z<u,vz)vz> — <Z<u,vi>vi,u> + <Z(u,v,>vl,z<u,vz>vz>
i=1 i=1 i=1 i=1
k k k
= <U, ’LL> - Z<ua U’L> <’LL7UZ> - Z<uvvi> <via ’LL> + Z<ua U’L> Z<uvvz> <U“/UZ>
i=1 i=1 i=1 i=1
como (v;,v;) = [|Jv;]|* = 1 entonces
k
= (u,u) - Z<U,’U¢> <ua Ui> -
i=1 ;
k
= [lul® = {u,v:)?
i=1
k
= Jull® =D (uv)? >0
i=1
k
= Jull® =) (u,0)?
i=1
O
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