Unidad 1 Conjuntos

Conjuntos (parte 2)

Conjunto universal Cuando se habla de conjuntos especificos, generalmente se fija un conjunto uni-
versal. Este conjunto universal esta formado por todos los elementos que intervienen en el tema de
interés.

Considerar que la coleccion de todos los conjuntos es un conjunto lleva a contradicciones.
Si la coleccion de todos los conjuntos V es un conjunto, entonces, por el Axioma de separacion, la
coleccion

{reV|zd¢a}

es un conjunto, llamemosle w. Sin embargo, obtendriamos que
wew & w¢w

pues w € V dado que V es la coleccién de todos los conjuntos. Esto contradice el hecho de que una
aseveracion es cierta o su negaciéon es cierta, y sélo una de ellas lo es. Concluimos que la coleccién
V de todos los conjuntos no puede ser un conjunto.

Asi el universo absoluto no lo tratamos como conjunto sino s6lo como una coleccion de cuya totalidad
no podemos hablar,vaunque si podemos hablar de pedazos suficientemente manejables y éstos son
los conjuntos universales.

El axioma de separacién nos describe una manera de determinar conjuntos precisamente usando un
conjunto ya dado. Podemos pensar que este conjunto es justamente un conjunto universal, digamos
U. Asi, consideramos los conjuntos A construidos como

A={X cU|P(X)}

donde U es un conjunto universal y P(X) es una propiedad que pueden o no cumplir los elementos
de U. Asi

a€ Asiysoblosiac U,y P(a) es verdadero, y
a¢ Asiysolosia¢ U,y P(a) es falso
Conjunto Potencia

Definicién 1. El conjunto potencia de un conjunto A, denotado P(A), es el conjunto cuyos ele-
mentos son todos los subconjuntos de A. Se escribe

P(A) = {X | X C 4}

Notese que todos los elementos de P(X) son conjuntos.
Ejemplo P(0) = {0}

Ejemplo Si X = {a}, P(X) ={0,{a}} ={0, X}
Ejemplo Si X = {wa {@}, {a}7 {b}, {07 a}’ {Q’ b}’ {a7 b}> X}

Como para cada subconjunto X, ) C X, entonces P(X) # () tendra por lo menos dos elementos que
son ) y X
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Complemento de un conjunto

Definicion 2. Sea A un subconjunto de un conjunto universal U. El conjunto complemento de
A con respecto a U es el conjunto formado por los elementos de U que no pertenecen a A, y es
denotado por A°. FEs decir

A={xeU|x ¢ A}

Observacion: Cada vez que denotemos A° debe ser claro con respecto a qué conjunto universal U
se estd realizando la operacion complemento, pues

reA® siysélosizeUAx ¢ A
Ejemplo Sea p el conjunto de los naturales pares, es decir,
p={rxeN|IkeN (z=2k)}
Si consideramosque el conjunto universal U es N, entonces
p°={aeN|z¢p}
Usando la simbologia de la légica
pP={xeN|z¢NVv-IkeN(z=2k}

es decir, x no es natural o no existe k natural de modo = = 2k y, usando que cuando = € N,
no se puede dar que z ¢ N, concluimos que

p={reN|VEkeN@=2k+1)}
es decir p° consiste de los naturales que no se pueden expresar de la forma 2k con k un natural

Teorema 1. Sea U un conjunto universal. Entonces la operacion complementacion tiene las si-
guientes propiedades

1) El complemento del vacio con respecto a U es U, es decir, (¢ = U.
11) Para todo conjunto A C U, (A°)° = A.
1) El complemento de U con respecto a U es el vacio, es decir, U¢ = ()

1v) Sean A y B subconjuntos cualesquiera de U. Entonces
ACB siy solosi BSC A°

v) Sean A y B subconjuntos cualesquiera de U. Entonces
A=DB sivy solo si B= A°

Demostracion. Tenemos que
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1) Para ver que ()¢ = U, primero veamos que U C (°.
Tomemos z € U. Como z ¢ ), pues el vacio no tiene elementos, se tiene que x € U y = ¢ 0, es
decir, x € ()¢. Por lo tanto U C (¢,
Por otro lado, por la definicion

)c={xeU|x¢}

por lo que todos los elementos de ()¢ cumplen con ser elementos de U. Asi, (¢ C U.
Por lo tanto (¢ = U

11) Sea A un subconjunto cualquiera de U. Para ver que (A¢)¢ = A, primero veamos que (A°)¢ C A.
Sea x € (A°)°, entonces © € U y x ¢ A°. Sabemos que

ye A siysélosiyeUANy¢ A

por lo que
y¢ A® siysélosiyeUVyeA

como x ¢ A°, tenemos que x ¢ U o = € A. Pero si tenemos que z € U, por lo que = € A. Asi,

(A°)e C A.

ahora veamos que A D (A°)¢. Sea z € A como A C U, x € U. Por otro lado, como = € A, no

es cierto que x ¢ A, porloque x ¢ A, yasiz € Uy x ¢ A°.

Por lo tanto x € (A°)¢y A C (A°)°.

Por lo tanto

(A=A

111) Por el inciso (i), sabemos que ¢ = U, entonces (§°)¢ = U°. Por el inciso (ii), (0°)¢ = 0, por lo

que @ = U¢. Concluimos que el complemento de U con respecto a U es efectivamente el vacio
V) ejercicio

V) ejercicio
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