Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 El Espacio de las Matrices

El Espacio de las Matrices

Las matrices son arreglos rectangulares de elementos. Muchas veces estos elementos son nimeros reales

2 1 3 21
3 1 1)° 23
20
El tamano (orden) de una matriz esta determinado por el nimero de renglones y de columnas. En general

si la matriz tiene m renglones y n columnas decimos que su tamaifio (orden) es m X n.
Una matriz de m X n se escribe

a11 T A1n
a21 o a2n
Am1 e Qmn

j=1,. n j=1,..0, n
entonces
A + B = (aij + bz]) z‘_::1 ........ 7:

o bien

aix -+ Qln bin - b a1+ bu te a1nbin

az1 - G2q bor - boy agy +bay  --- a2nbop

+ fr—
Am1 tee Amn bml et bmn Am1 + bml Tt Amn + bmn

Observacion: La suma de matrices se ha definido para matrices del mismo orden.

Definicién 2. Sea A = (ai;)i=1....m y sea k € R (un escalar). Se define el producto de la matriz A por
j=1,....,n

el escalar k, denotado kA como la matriz C' = (¢ij)i=1....m donde c;j = ka;;, es decir,
.

1,..., n

o bien
air -0 Qin kaiy - kai,
az1 -+ Q2n kaa1 -+ kazn
k -
aAm1  °°  Qmn kami - kamn
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Teorema 1. Sean A,B y C tres matrices cualesquiera del mismo orden (m x n) con elementos a;;, cij,
respectivamente. Sean k,l dos escalares. Entonces
(1) A+B=B+A

Demostracion.
A—I—B:(aij—i—bij)i 1., m:(bij-‘raij)i_:l ..... m =B+ A

j=1,...,n j=1,...n

O
(2) A+(B+C)=(A+B)+C
Demostracion.
A+ (B +0) = (aj + (bij + cij)) izto.m = ((agg +bij) +cij)i=rom = (A+ B) +C
O
(3) Existe una matriz cero tal que A+0= A
Demostracion.
A+0 = (aij +0ij) iz m = (ag5) i=tm = 4
O
(4) Dada la matriz A, existe una matriz —A tal que A+ (—A) =0 (la matriz cero)
Demostracion.
A+ (A = (0 + (o)) oy = Oy =0
O
(5) k(A+B)=kA+kB
Demostracion.
k(A + B) = (k(ai; + b)) =hm = (ka;j + kbij) =hm = kA+ kB
O
(6) (k+1)A=kA+IA
Demostracion.
(k+DA=((k+ l)aij)?_::l1 ....... m = (kai; + laij)i_::ll .......... m = kA+1A
O
(7) (k1) A=k(IA)
Demostracion.
(kD)A = ((kDaij)i=1.... m = (k(la”))ﬁl ,,,,,,,,,, m = k(lA)
O
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(8) 1A=A
Demostracion.

O

Definicién 3. Sea A una matriz de orden m x p con elementos a;; y B una matriz de orden p x n con
elementos b;;. Se define el producto AB, como la matrizm xn C = (cw)z Loom donde

P
Cij = E ;10
k=1

o bien
air o Gip bin - by a11bi1 + -+ apbpy - anbin + -+ apbp,
a1 -+ agp bor -+ bop ag1bin 4+ - Fagpbpr o ag1bin + -+ agpbpy
Am1 e amp bpl e bpn amlbll + -+ ampbpl e amlbln +--- 4+ ampbpn

Observacion: El producto de matrices se ha definido solo en el caso de que el nimero de columnas
de A coincida con el nimero de renglones de B, esqueméticamente se ve asi

P n

m A ~

Ejemplo Considere las matrices

T s B PR A O i e

Existen razones para definir el producto de matrices como se hizo, por ejemplo supongase que se tiene el
sistema de 3 ecuaciones con 4 incognitas

I1+2$2+6I3*$4:O
207y —x9o+ 3+ 24 =0
3x1 — 229 + 223 — 324 =0

cuya matriz asociada es

1 2 6 -1
A=1[2 -1 1 1
3 -2 2 -3
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y se quieren cambiar las variables =1, z2, x3, x4 de este sistema por las nuevas variables y1, y» relacionadas
por

T1=2y1 + 2
T = —Y1 + 3Y2
T3 = Y1+ Y2
Ty = 3y1 — 2y2
cuya matriz asociada es
2 1
-1 3
B= 1 1
3 2

Al hacer las sustituciones requeridas se obtiene

(2y1 +y2) +2(—y1 + 3y2) +6(y1 +y2) — (By1 — 2y2) =0
2(2y1 +y2) — (=1 +3y2) + (y1 +y2 + (By1 — 2y2) =0
3(2y1 +y2) — 2(—y1 +3y2) +2(y1 + y2 —3(3y1 — 2y2) =0

0 sea
3y1 +15y2 =0
91’1 — 2y2 =0
y1+95y2 =0
cuya matriz asociada es
3 15
C=19 -2
1 5
Resulta que
2 1
12 6 -1\ (5 o 3 15
AB=12 -1 1 1 11:9—2:C
3 -2 2 -3 3 9 1 5
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