Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 Operaciones entre Matrices (Producto)

Operaciones entre Matrices (Multiplicacion)

También relacionado con sistemas de ecuaciones se puede ver que el producto de matrices tiene una gran
ventaja para denotar matricialmente un sistema.
Considérese el sistema de m ecuaciones con n incognitas

a1121 + a12%2 + - + A1p Ty = by
21T + Q22T + -+ - + A2p Ty = bo

Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm

que se puede escribir

ai; A1n Z1 b1

az; A2n €2 bo

am1 e Amn Tn bn
N——

A X B

Teorema 1. Sean A,B,C tres matrices de ordenes A€ Mpyxp, B € Myyy, C € Myyn

air - Gp bin - b1 i1 -t Cin
A= : !, B=|: .. |, C=
tales que las operaciones indicadas tienen sentido. Sea oo € R un escalar. Entonces
a) A(BC)=(AB)C
b) A(B+C)=AB+ AC
¢) a(AB) = A(aB)
d) IxmA=A=Alx,
Demostracion. Se tiene que

1. En este caso tanto la matriz A(BC') como la matriz (AB)C tienen orden m x n. Entonces solo se
debe verificar que sus elementos correspondientes coinciden. Llamese 6;; y p;; al elemento de la i-
ésimo renglon y la j-ésima columna de las matrices A(BC) y (AB)C respectivamente. Mostraremos
que 6;; = p;;. Para ello vamos a realizar la operacion (BC')

T T
bii bz biz - by €11 e Cy o Cip Zk:l bigckr - Zk:l bikcCr;
: : : : : €21 cr C5 ctt Cop : : :
oo . oo T T
bei brz brs -oc b || €31 €3j Gn | = | Y1 bekcrr D brkCry
C P Cors PR C ‘s T .
bpl bp2 bp3 e bp'r rl ] rn Zk:l bpk:ckl e Zk:l bpkck]
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Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 Operaciones entre Matrices (Producto)

Al considerar el k-ésimo renglon de la matriz B multiplicado por la j-ésima columna de C

bll b12 b13 e blT‘ Cc11 e Clj e Cln
: : : : : €21 -rc G5t Cop r
C PR C; . RS C _ _
bri bra brz - brr || 31 3 3n | = bricij+bracoj+ - Abprer; = E brsCsj
_ ) ) ) ) ) po
C e Cosi oo e c
bpl bpl bp3 . bpr rl rj rn

Lo anterior lo podemos expresar
-
E brscsj = Br;j
s=1

tenemos entonces que [j; es un elemento de la matriz (BC') que vamos a multiplicar por el i-ésimo
renglon de la matriz A

P
ai1frj + aizf2j + -+ aipBp; = Z @ikPrj = bij
k=1

Entonces

p p T p T
0i; = E aixPrj = E i E brsCsj = E E @ikbisCsj
k=1 k=1 s=1

k=1s=1

Por otra parte un elemento (AB)C se puede obtener multiplicando el i-ésimo renglon de A por la
s-ésima columna de B

p
ai1bis + ajbas + - - 4 aipbps = E Wipbrs = Qs
k=1
esto lo vamos a multiplicar por la j-ésima columna de la matriz C
-
Q;1C15 + Q2C25 + -+ -+ QyrCrj = E QisCsj = Pij
s=1
se tiene entonces

r rop
pij = Y CisCej = > Y ikbrsCs; = 0
s=1

s=1k=1

2. Sean A = (a;j) € Myxn, B = (bij) € Mpxr y C = (¢ij) € Mpxg. El orden de la matriz que resulta
de la operacion A(B + C) y AB + BC es m X k. Vamos a comparar sus elementos.
La entrada del i-ésimo renglon y la j-ésima columna de la matriz A(B + C) es

Z aielbej + cejl
—1

y la respectiva de AB + AC es

n n
E aiebe; + g AieCej
—1 =1
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Entonces

n n n n
Z aiolbej + ] = Z[aw% + aieces] = Z aicbe; + Z QieCoj
=1 (=1 /=1

{=1
Por lo tanto A(B + C) = AB + AC

3. El resultado se obtiene de las siguientes igualdades

a Z aiebej = Z alaiebe;] = Z(aaM)béj = Z air(abyj)
¢ ¢ ¢ ¢

4. Paracadai=1,....my j=1,...,nlaentrada ij de I,,,xmA es

n
E €irlpj = €4;Qij
)

y la entrada ij de la matriz Al,«, es

n

§ :aifefj = A4€55 = Qij
(=1

Por lo tanto IypymA=Ay Al,xn = A

O

Definicién 1. Si en una matriz A = (a;j)i=1....m Se tiene que m = n, se dice que A es una matriz
=1 n
cuadrada de orden n

Definicién 2. Dada la matriz cuadrada A de orden n, A = (ai;); j=1,..n Se dice que los elementos
(@ii)i=1,...n constituyen la diagonal principal de la matriz

A1n

A la matriz de orden n

1 0 0
0 1 0
00 0 1
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Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 Operaciones entre Matrices (Producto)

en la cual todos sus elementos son cero, excepto los de la diagonal principal, que son uno, se le llama
matriz identidad (de orden n), y se denota por I,,. Asi, por ejemplo

10 0
12:{(1) ‘ﬂ L=1]0 1 0
00 1

Matriz traspuesta Sea A € M,,x,, se llama matriz traspuesta de A, denotada A’, a la matriz

es decir si A € M,, ., entonces A" € M, v

1. Dada la matriz

1
A=13
)

S =N

. (135
:>A_(246

Las matrices traspuestas tienen especial importancia para matrices cuadradas.
Algunas de sus propiedades son

1. (A=A
2. (A+B)!=A"+ B
3. (AB)" = Bt A

Demostracion. a) Si A € M,,x, tenemos que

(A1) = (((aij)j.;f, ........ " >t>t
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c) Si A€ Myxny B € M,x, tenemos que

t
p
(AB)t = (Z aikbkj>
k=1 i=1,...,m

Jj=1,...,p
p
= <Z ajkbki>
k=1 i=1,..., p
=1,...,m
p
= (Z bkiajk>
k=1 Jj=1,...,p
=1,..., m
— BtAt
O
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