
Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 Operaciones entre Matrices (Producto)

Operaciones entre Matrices (Multiplicación)

También relacionado con sistemas de ecuaciones se puede ver que el producto de matrices tiene una gran
ventaja para denotar matricialmente un sistema.
Considérese el sistema de m ecuaciones con n incognitas

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

que se puede escribir 
a11 · · · a1n
a21 · · · a2n
... · · ·

...
am1 · · · amn


︸ ︷︷ ︸

A

·


x1
x2
...
xn


︸ ︷︷ ︸

X

=


b1
b2
...
bn


︸ ︷︷ ︸

B

Teorema 1. Sean A,B,C tres matrices de ordenes A ∈ Mm×p, B ∈ Mp×r, C ∈ Mr×n

A =

a11 · · · a1p
...

. . .
...

am1 · · · amp

 , B =

b11 · · · b1r
...

. . .
...

bp1 · · · bpr

 , C =

c11 · · · c1n
...

. . .
...

cr1 · · · crn


tales que las operaciones indicadas tienen sentido. Sea α ∈ R un escalar. Entonces

a) A(BC) = (AB)C

b) A(B + C) = AB +AC

c) α(AB) = A(αB)

d) Im×mA = A = AIn×n

Demostración. Se tiene que

1. En este caso tanto la matriz A(BC) como la matriz (AB)C tienen orden m × n. Entonces sólo se
debe veri�car que sus elementos correspondientes coinciden. Llámese θij y ρij al elemento de la i-
ésimo renglón y la j-ésima columna de las matrices A(BC) y (AB)C respectivamente. Mostraremos
que θij = ρij . Para ello vamos a realizar la operacion (BC)

b11 b12 b13 · · · b1r
...

...
...

...
...

bk1 bk2 bk3 · · · bkr
...

...
...

...
...

bp1 bp2 bp3 · · · bpr

·

c11 · · · c1j · · · c1n
c21 · · · c2j · · · c2n
c31 · · · c3j · · · c3n
...

...
...

...
...

cr1 · · · crj · · · crn

 =



∑r
k=1 b1kck1 · · ·

∑r
k=1 b1kckj · · ·

∑r
k=1 b1kckn

...
...

...
...

...∑r
k=1 bkkck1 · · ·

∑r
k=1 bkkckj · · ·

∑r
k=1 bkkckn

...
...

...
...

...∑r
k=1 bpkck1 · · ·

∑r
k=1 bpkckj · · ·

∑r
k=1 bpkckn
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Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 Operaciones entre Matrices (Producto)

Al considerar el k-ésimo renglon de la matriz B multiplicado por la j-ésima columna de C

b11 b12 b13 · · · b1r
...

...
...

...
...

bk1 bk2 bk3 · · · bkr
...

...
...

...
...

bp1 bp1 bp3 · · · bpr

·

c11 · · · c1j · · · c1n
c21 · · · c2j · · · c2n
c31 · · · c3j · · · c3n
...

...
...

...
...

cr1 · · · crj · · · crn

 = bk1c1j+bk2c2j+· · ·+bkrcrj =
r∑

s=1

bkscsj

Lo anterior lo podemos expresar
r∑

s=1

bkscsj = βkj

tenemos entonces que βkj es un elemento de la matriz (BC) que vamos a multiplicar por el i-ésimo
renglon de la matriz A

ai1β1j + ai2β2j + · · ·+ aipβpj =

p∑
k=1

aikβkj = θij

Entonces

θij =

p∑
k=1

aikβkj =

p∑
k=1

aik

r∑
s=1

bkscsj =

p∑
k=1

r∑
s=1

aikbkscsj

Por otra parte un elemento (AB)C se puede obtener multiplicando el i-ésimo renglon de A por la
s-ésima columna de B

ai1b1s + ai2b2s + · · ·+ aipbps =

p∑
k=1

aikbks = αis

esto lo vamos a multiplicar por la j-ésima columna de la matriz C

αi1c1j + αi2c2j + · · ·+ αircrj =

r∑
s=1

αiscsj = ρij

se tiene entonces

ρij =

r∑
s=1

αiscsj =

r∑
s=1

p∑
k=1

aikbkscsj = θij

2. Sean A = (aij) ∈Mm×n, B = (bij) ∈Mn×k y C = (cij) ∈Mn×k. El orden de la matriz que resulta
de la operación A(B + C) y AB +BC es m× k. Vamos a comparar sus elementos.
La entrada del i-ésimo renglón y la j-ésima columna de la matriz A(B + C) es

n∑
`=1

ai`[b`j + c`j ]

y la respectiva de AB +AC es
n∑

`=1

ai`b`j +

n∑
`=1

ai`c`j
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Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.1 Operaciones entre Matrices (Producto)

Entonces
n∑

`=1

ai`[b`j + c`j ] =

n∑
`=1

[ai`b`j + ai`c`j ] =

n∑
`=1

ai`b`j +

n∑
`=1

ai`c`j

Por lo tanto A(B + C) = AB +AC

3. El resultado se obtiene de las siguientes igualdades

α

n∑
`

ai`b`j =

n∑
`

α[ai`b`j ] =

n∑
`

(αai`)b`j =

n∑
`

ai`(αb`j)

4. Para cada i = 1, ...,m y j = 1, ..., n la entrada ij de Im×mA es

n∑
`

ei`a`j = eiiaij

y la entrada ij de la matriz AIn×n es

n∑
`=1

ai`e`j = aijejj = aij

Por lo tanto Im×mA = A y AIn×n = A

De�nición 1. Si en una matriz A = (aij) i=1,...,m
j=1,...,n

se tiene que m = n, se dice que A es una matriz

cuadrada de orden n

De�nición 2. Dada la matriz cuadrada A de orden n, A = (aij)i,j=1,...,n se dice que los elementos
(aii)i=1,...,n constituyen la diagonal principal de la matriz

A la matriz de orden n 
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 1
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en la cual todos sus elementos son cero, excepto los de la diagonal principal, que son uno, se le llama
matriz identidad (de orden n), y se denota por In,. Así, por ejemplo

I2 =

[
1 0
0 1

]
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Matriz traspuesta Sea A ∈Mm×n, se llama matriz traspuesta de A, denotada At, a la matriz

At = (aji) j=1,...,m
i=1,...,n

es decir si A ∈Mm×n entonces At ∈Mn×m

1. Dada la matriz

A =

1 2
3 4
5 6

 ⇒ At =

(
1 3 5
2 4 6

)
Las matrices traspuestas tienen especial importancia para matrices cuadradas.
Algunas de sus propiedades son

1. (At)t = A

2. (A+B)t = At +Bt

3. (AB)t = BtAt

Demostración. a) Si A ∈Mm×n tenemos que

(At)t =

((
(aij) i=1,...,m

j=1,...,n

)t)t

=
(
(aji) j=1,...,m

i=1,...,n

)t
= (aij) i=1,...,m

j=1,...,n

= A

b) Si A ∈Mm×n y B ∈Mm×n tenemos que

(A+B)t =
(
(aij + bij) i=1,...,m

j=1,...,n

)t
= (aji + bji) j=1,...,m

i=1,...,n

= (aji) j=1,...,m
i=1,...,n

+ (bji) j=1,...,m
i=1,...,n

= At +Bt
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c) Si A ∈Mm×n y B ∈Mn×p tenemos que

(AB)t =

( p∑
k=1

aikbkj

)
i=1,...,m
j=1,...,p

t

=

(
p∑

k=1

ajkbki

)
j=1,...,p
i=1,...,m

=

(
p∑

k=1

bkiajk

)
j=1,...,p
i=1,...,m

= BtAt
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