Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.2 Operaciones elementales: Matrices escalon reducidas

Operaciones elementales

Operaciones elementales de una matriz Dada una matriz A € M,, «,, se pueden realizar las siguien-
tes operaciones elementales
a) Intercambiar dos renglones (columnas)
b) Multiplicar un renglon (columna) por un nimero real distinto de cero
¢) Sumar a un renglon (columna) un multiplo real de otro renglon (columna)

Se dird que la matriz B es equivalente a la matriz A, lo cual suele escribirse B ~ A si se puede
obtener B a partir de A, realizando en ésta una secuencia (finita) de operaciones elementales en sus

lineas.

Ejemplo Sea A, B € M35 dadas por

1 2 3 1 2 3
A=14 5 6|, B=12 1 0
7 8 9 7 8 9
Se tiene entonces que B ~ A ya que
1 2 3 R R 1 2 3
45 6| BTy 1 0
7 8 9 7 8 9

Ejemplo Dado el sistema

a11%1 + a12%2 +
2121 + Q222 +

Am1%1 + GmaTs +

Se asocia a éste la matriz A (de orden m x n) de

ai1 a12
a21 a22
ml  Am2

...+a1nxn:bl
...+a2nxn:b2

et Ty, = by

sus coeficientes

llamada matriz de coeficientes (o matriz del sistema), asi como la matriz m x (n + 1).

a11 a12

a a
A= 21 22

Am1l  Am2

A1n bl
azn | be
Amn | b

La misma matriz A con una ultima columna anadida, la de los términos independientes, llamada

matriz aumentada de coeficientes (o del sistema)
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Ejemplo Considere el sistema de ecuaciones

3r1 —2x0 + 23+ x4 =1
$1—l‘2—.’1)3—3$4:0
201 + x9 + 223+ 44 =5
4$174$2+I3+21}4:4

cuya matriz aumentada es

3 -2 2 1 1

1 -1 -1 =-3|0

2 1 2 4 5

4 —4 1 2 |4
Se hace que el primer elemento distinto de cero de la primera linea sea 1. Esto es posible multi-
plicando por 3 tal linea. Sin embargo, se puede intercambiar primeramente la primera y segunda

lineas (pues esta linea comienza ya con 1). Se obtiene la matriz

1 -1 -1 -3|0
3 -2 2 1 1
2 1 2 4 5
4 —4 1 2 4

La siguiente etapa es, por medio de sustituir lineas por ellas mismas mas multiplos de otras, hacer
ceros en las posiciones restantes de la columna debajo del 1 logrado esto es:

LQ—>LQ—3Ll7 L3—)L3—2L1, Ly — Ly — 414

Se obtiene la matriz

1 -1 -1 =-3|0
0 1 5 10 |1
0 3 4 10 |5
0 0 5 14 | 4
Se realiza ahora lo siguiente
Ly — L3 — 3Ly
obteniendose
1 -1 -1 -3 |0
0 1 5 10 1
0 0 —11 —-20|2
0 0 5 14 4
Se realiza ahora )
L3 — —ﬁLg
para lograr un 1 como primer elemento no nulo de la tercera linea
1 -1 -1 =-3|0
0 1 5 10 |1
00 1 2|22
0 0 5 14 | 4
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Se hace ahora
L4 — L4 — 5L3

1 -1 -1 =30
01 5 101
00 1 20 |=2
oooﬁi‘il

11 | 11

Para obtener un 1 como primer elemento no nulo de la cuarta linea se realiza

11
L4—>5f4L4

1 -1 -1 =310
0 1 5 10 |1
00 1 2|32
0 0 0 1 1

Obsérvese que esta matriz se encuentra ya en forma escalonada. Para llegar a la forma escalonada
reducida, se comienza con el ultimo uno logrado (en el paso anterior) y se procede a volver ceros
las posiciones restantes (éncima de él).

Para esto se realiza

20
Ll — —L1 + 3L4, L2 — L2 — 1OL47 L3 — L3 — ﬁL4
1 -1 -1 013
0 1 5 019
0 0 1 0] -2
0 0 0 1|1
Ahora con el siguiente uno se hace lo mismo: se realiza
Ly — L1+ L3, Ly — Ly—5L3
1 -1 0 011
0 1 0 01
0 0 1 0|—-2
0 0 0 111
Finalmente se hace
L1 — L1 + L2
1 0 0 02
01 0 0]1
00 1 0]-2
00 0 1]1
y el sistema que representa esta matriz es entonces x1 = 2, 2 = 1, z3 = —2, x4 = 1 que es la
solucion del sistema.
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Matrices Escalén Reducida

Definicion 1. Se dice que la matriz A de orden m x n se llama escalonada por renglones si se cumplen
las siguientes condiciones:

a) Sia;i, es el primer elemento distinto de cero del renglon i y si para r > i, a,; es el primer elemento
distinto de cero del renglon r, entonces k < j.

b) Sia;, es el primer elemento distinto de cero del renglon i, entonces aji, = 0 para todo j =1,...,m con
J# i
La matriz A se llama escalonada reducida por renglones si es escalonada y

¢) El primer elemento distinto de cero de cada renglén es 1.

d) Si un renglén A consta inicamente de ceros, entonces cualquier renglén por debajo de €l también tiene
todos sus elementos cero.

Ejemplo Las siguientes matrices se encuentran en la forma escalonada reducida:

1 0 0 2 001 0 2 é 8 (1) 1 00
01 0 1|, [0 O 0O 1 4], 00 ol 01 0
0 01 4 0 00 0O 00 0 0 0 1
Ejemplo Las matrices
1 0 3 2 0 01 6 2 10 0
010 1/, (0 OO 1 4|, |00 1
0 01 4 0 00 0O 0 0 10

se encuentran en la forma escalonada.

La propiedad maéas importante que posee una matriz en la forma escalonada reducida es que si ésta
representa la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales, las soluciones de éste pueden leerse
muy facilmente.

Ejemplo Suponga que la matriz

1 0 0 04

01 0 0|-2
A= 00 1 0|1

00 0 1|4

representa la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales, de modo que atendiendo a
la correspondencia entre matrices y sistemas de ecuaciones establecida anteriormente, se ve que el
sistema, correspondiente es:
1-214+0-29+0-23+0-24=4
O-z14+1-2040-234+0-24 =—2
0'I1+0'I2+1~I3+0'I4:1
0'.’E1+0'£E2+0'£L’3+1'5L‘4=4

osea, xr1 =4, xo = —2, x3 =1, x4 = 4. Las soluciones estan dadas, pues, en la misma matriz.
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