Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.2 Operaciones elementales: Rango de una matriz

Una matriz escalonada es una matriz donde las entradas distintas de 0 en cada renglén empiezan
después de las entradas distintas de O del renglén anterior.

Ejemplo Tenemos las siguientes matrices

1 2 4 5 3 4 2 10 4 =2
2 3 03 -1 0
04,0371,0021,00_54
00 2 000 6 00 0 0

Lema 1. Toda matriz se puede convertir en una matriz escalonada usando operaciones elementales.

Demostracion. Siun renglon tiene primera entrada distinta de 0 podemos ponerlo hasta arriba y podemos
restar multiplos de ese renglén a los siguientes renglones, para que todos ellos tengan primera entrada
igual a 0. Si hay un renglén distinto del primero con segunda entrada distinta de 0 podemos ponerlo en
el segundo lugar y restar multiplos de ese renglén a los siguientes renglones para que todos ellos tengan
segunda entrada igual a 0. Si hay un renglén distinto de los primeros dos con tercera entrada distinta de
0 podemos ponerlo en el tercer lugar y restar multiplos de ese renglén a los siguientes renglones para que
todos ellos tengan tercera entrada igual a 0, etc. O

Lema 2. El rango de una matriz escalonada es el numero de renglones distintos de 0.

Demostracion. Basta observar que los renglones distintos de 0 de una matriz escalonada son vectores
linealmente independientes.

Veamos que si Vp, Vs, ...,V son vectores en R” tales que para cada V; las entradas distintas de 0 de
V; empiezan después que las entradas distintas de 0 para los V; anteriores entonces si Vi, Vs, ..., V,, son
linealmente independientes. Supongamos que

aVi+asVo+ ...+ anVy =0

Hay una coordenada que es distinta de 0 para V; y es igual a 0 para todos los otros V;s. Como en esa
coordenada en la combinacién lineal, que debe ser 0, solo aparece a1, entonces a; = 0.

Hay una coordenada que es distinta de 0 para V3 y es igual a 0 para los Vs con ¢ > 2. Como en esa
coordenada en la combinacioén lineal, que debe ser 0, solo aparecen a; y as , y a = 0, entonces a; = 0. O

Espacio Renglén y Espacio Columna de una matriz

Dada una matriz A € M,,«n

a11 a12 s A1n

a21 a22 s a2n
A =

am1 Am2 - Qmn

los renglones

Rl - (a117a'12a [EER) a/ln)

Ry = (as1, a2, ..., a2y,)

Rm - (amlyam% ey amn)
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Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.2 Operaciones elementales: Rango de una matriz

se pueden pensar como vectores en R™.
Las columnas

Ci = (a11,a21, s Gm1)

Cy = (12,0922, ..., Gm2)

Cn == (alna A2n,, "'7amn)

se pueden pensar como vectores en R”™.

Por lo que una matriz A por si misma puede generar dos espacios vectoriales: el primero se forma por
combinaciones lineales de los renglones, y el segundo al considerar las combinaciones lineales de las
columnas. Dichos espacios se conocen como: Espacio rengléon

L(Ri, Ry, ... Ry) = {ciR1 +coRy + - + e R} = {Z CiRi}

i=1

Espacio columna

L(C1, O,y Cn) = {101 + 200 + -+ aCa} = { S ¢ R;

J=1

Ambos espacios vectoriales no son iguales. Sin embargo, su dimension si lo es.

Para obtener la dimensién del espacio renglén basta con escalonar la matriz hasta obtener el nimero de
renglones linealmente independientes. Dicho nimero también es conocido como rango de la matriz A,
denotado como R(A) = dim Lg(A)) = dim Lo (A).
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Unidad 5. Matrices y Determinantes

5.2 Operaciones elementales: Rango de una matriz

Ejemplo Los espacios renglén y columna de la matriz

3 2 -2 3
A=12 -1 1 2
-1 -1 1 -1

se obtendran al escalonarla tanto en forma original como transpuesta.

Espacio renglén En este caso

3 2 -2 3 1 3 =3 1 1 3 -3 1
2 -1 1 2 1~12 -1 1 2 | ~10 7 =7 0|~
-1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 02 -2 0

1 3
0 1
0 2

-3 1
-1 0
-2 0

10
~ (0 1
0 0

El escalonamiento arrojé dos renglones independientes. Al combinarlos linealmente con escalares

genéricos se obtendréa el espacio renglon de A.

Lr(A) =a(1,0,0,1) +b(0,1,-1,0) = (a,b,—b,a). ... {(a,b,—b,a) ]| a,bec R}

Espacio Columna En este caso, se necesita transponer la matriz A para trabajar con sus columnas.

3 2 -1 3 2 -1 1 3 o1 1 30
2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 07 1
2 1 1]71o o of lo o o |o oo
3 2 -1 0 0 0 0 0 0 00 0

Nuevamente, con una combinacién lineal

-3 1 3 1
LC(R) =a (170, 7> +b (071, 7) = <a,b7—7a+ b>

por lo tanto

Lco(R) = {<a,b,—§a+ ;b> | a,be R}

Los espacios son diferentes entre si, pero ambos tienen dimensién 2.

dim Lc(A)
R(A)

2
2
2

OO O

7

SO = W

o OoONIR O

O OO

S O = O

—
~w

o Ol
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Unidad 5. Matrices y Determinantes 5.2 Operaciones elementales: Rango de una matriz

Rango de una matriz I

Los renglones de una matriz M de m x n son vectores en R". El rango de la matriz M es la dimensién
del subespacio vectorial en R™ generado por los m renglones de M, que es igual al méximo numero de
renglones linealmente independientes de la matriz. Asi que el rango r de una matriz de m x n cumple
r<m,r <n.

Ejemplo En las siguientes matrices
1 2 3 2 2 2
A=1[1 1 2|, B=|0 1 4
01 1 0 0 3

se tiene que en la matriz A el méximo nimero de vectores columna linealmente independientes es
2, por lo tanto Rango (A)=2.
Se tiene que en la matriz B el méximo nimero de vectores columna linealmente independientes es
3, por lo tanto Rango (B)=3.

# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Algebra Superior 1 4



