Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.3 Regla de Cramer

Regla de Cramer

Considérese el sistema de n ecuaciones con n incognitas

1121 + a12%2 + ... + 1Ty = by
9121 + a22Z9 + ... + A9n Ty = bg

Ap1T1 + Ap2To + ... + App Ty, = by,

o bien, escrito como producto de matrices

a1 a2 - Qin T by
ai;p a2 - Ain €2 bo
Q21 Q22 -+ A2p z3 | = | b3
anl1 Ap2  *+  Qpn Tn by,

Teorema 1. Si la matriz M de los coeficientes un sistema de n ecuaciones lineales con n variables tiene
determinante distinto de 0, entonces el sistema tiene una solucion inica, que esta dada por

M
r1 = det (]\41>
M-
To = det (J)
M,
M,

donde My, es la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna de la variable xy, por la columna de
los términos constantes del sistema.

Demostracion. Como la matriz asociada M tiene rango n, podemos hacer operaciones elementales para
convertirla en una matriz M’ que tiene entradas distintas de 0 en la diagonal y todas las demas entradas
iguales a 0. Podemos hacer esto sin cambiar el determinante de M. Usando las mismas operaciones
elementales, la matriz aumentada MA se convierte en una matriz escalonada M’A que tiene entradas
distintas de 0 en las entradas axr y 0 en las deméas entradas excepto en la ultima columna que son unas
constantes cg.
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El sistema de ecuaciones asociado a la matriz M’A es

C1
a11ry =¢  T1 = —
a11
C2
a22T2 = C2 T2 = —
a2
Ck
gkl = C Tk =
Akk
Cn
Unpndn = Cn Tn =
ann

cuyas soluciones son las mismas que las soluciones del sistema original.
Como la matriz M’ es diagonal su determinante es

a114922---kk---Gnn

Y como la matriz M}, se obtiene de M’ reemplazando la columna k por la columna de las constantes c¢;,
Mj, tiene determinante

a11422...Ck...Qnn

. Cr, det M;,
Asi que zp, = — = ——=£.
d g Akl det M’
Como M’ y M, se obtuvieron de M’ y M;, realizando operaciones elementales que no cambian los deter-
. CL det Mj,
minantes, entonces ry = — = ——— O
Akk det M’
La férmula
Ck det My 1
Tp=— = , =1,...,n
k ALk det M

dé la solucién explicita del sistema siempre que det M # 0.
Meétodo de Cramer Para resolver el sistema de ecuaciones lineales

a) El sistema se escribe en forma matricial AX = B
b) Se calcula el determinante de A (que tiene que ser distinto de cero)

c) Si el determinante de A es distinto de cero, se calculan los determinantes de las matrices A;,
los cuales, se obtienen de la matriz A sustituyendo en ésta los elementos de su i-ésima columna
por los elementos de la matriz de términos independientes B.

d) La solucion del sistema es
o det Al

YT et A

Ejemplo Encontrar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones

i1=1

sy

3r—y+2z=5
2v4+y+4z=3
dr+5z—y=2
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6.3 Regla de Cramer

Solucién En este caso

calculamos los determinantes de las matrices A;, los cuales, se obtienen de la matriz A sustitu-
yendo en ésta los elementos de su i-ésima columna por los elementos de la matriz de términos

1. La forma matricial AX = B del sistema es
3 -1 2 T
2 1 4 Y
4 5 -1 z
2. Calculamos el determinante de la matriz A
3 -1 2
det A=12 1 4
4 5 -1
Asi que el sistema tiene solucién dnica.
independientes B.
3. Para la matriz A; se tiene
5 —1 2
A1 =13 1 4 = det A1
2 5 -1
4. Para la matriz Ao se tiene
3 5 2
As=12 3 4 = det Ay
4 2 -1
5. Para la matriz A3 se tiene
3 -1 5
A3 =12 1 3 = det A3
4 5 2
Asi que la tnica solucién es:
det A -90
Tr = = —
det Ay, —69
o detA 41
Y7 det Ay 69
det A 6
z = = —
det A3 —69

w

[\

-1 2
1 4|=-90
-1
5 2
3 4 |=-41
2 -1
3 -1 5
2 1 3|=6
4 5 2
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