Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.1 Sistemas, soluciones

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

Ejemplo Considére un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

ax+by=m
cx+dy=n

(donde a, b, ¢, d, m,n son numeros reales dados).
Para su resolucién podemos proceder de la siguiente manera

axr +by=m (-o)x(1) —cax —cby =m (a)x(2) —caxr —cby =m (1)+(2) _ _ -
cx+dy=n cx+dy=n = acx + ady = n =" (ad —bc)y = an —cm

de donde se ve que si ad — bc # 0 entonces el sistema posee por solucion

_an—cm
v= ad — be
_dm—bn
~ ad—be

el valor de x se obtiene sustituyendo el valor para y encontrado en cualquiera de las ecuaciones y

despejando.

Desde el punto de vista geométrico, cada una de las ecuaciones del sistema dado representa un recta
en el plano. Hallar una solucién del sistema consiste en localizar el punto en el que tales rectas se
intersecan (punto cuyas coordenadas satisfacen simultaneamente ambas ecuaciones). Asi pues, si
ad — bc # 0 se tiene la siguiente situacién:

Iry

Vo bmmaa 22

ax +by=m

S sciucion del sistama

/ “ \ X
cx+dy=n

mientras que si ad — be = 0, puede acontecer que las dos rectas sean paralelas (en cuyo caso se dice
que el sistema no tiene solucién) o bien que se trate de la misma recta (en cuyo caso se dice que el
sistema posee una infinidad de soluciones). Graficamente se ve como

8 Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Algebra Superior 1 1



Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.1 Sistemas, soluciones

Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres variables

En general, dos planos en el espacio tienen puntos en comun, pues para que dos planos no se corten sus
vectores normales deben satisfacer la condicién de ser paralelos y, ademas, las distancias al origen de
ambos planos deben ser distintas.

Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables:

A1£L'+Bly+012+D1 =0

Asx 4+ Boy+Coz+ Dy =0

Asx + B3y + C3z+ D3 =0
Donde las posibilidades para tres planos son:

1. Los tres planos pueden ser coincidentes; para ello es necesario que las dos tdltimas ecuaciones sean
cada una un multiplo de la primera, es decir, existen A, u € R tales que

(Ag, B, C3) = M(A1,B1,C1) y Dy=XDs

(As, B3, C3) = (A1, B1,C1) y Ds=XD;

es decir los vectores normales a los tres planos son paralelos y las distancias al origen coinciden

Pr=PFP ="

2. Dos de los planos coinciden y el tercero es paralelo; entonces la segunda ecuacién es un multiplo de
la primera y para la tercera solo los coeficientes que determinan el vector normal son multiplo de
los correspondientes coeficientes de la primera ecuacion, mientras que el término independiente no
debe ser ese mismo miltiplo del término independiente de la primera ecuacion; en simbolos, existen
A, 1€ R tales que

(AQ,BQ,OQ) :)\(AhBl,Cl) Yy DQZ)\ D1

(A3,B3,C3) = u(A1,B1,C1) 'y D3 =pu Dy

lo cual significa que los vectores normales a los tres planos son paralelos y dos de las distancias al
origen coinciden mientras la tercera difiere

P1:P2

Py
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Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.1 Sistemas, soluciones

3. Si los tres planos son paralelos, los vectores normales de los dos altimos son cada uno miltiplo del
vector normal del primero pero las distancias al origen son todas distintas; eso implica que existen

A, 1 € R tales que
(A2, B2,C2) = M(A1, B1,C1) 'y Da# X Dy

(A3, Bs,C3) = (A1, B1,C1) y Ds# pu Dy

Py

=

Py

4. Cuando dos de los planos son paralelos y el tercero los corta, el vector normal del segundo es
multiplo del vector normal del primero pero las distancias no guardan la misma relacién, y el vector
normal del tercer plano no es multiplo del vector normal del primer plano, es decir, existen A\, u € R

tales que
(Ag, B2, Ca) = AM(A1,B1,C1) y Do # p Dy

y, ademads, para todo u € R,
(A3, B3, C3) = pu(Ay, By, Ch)

A,
WY

5. Cuando dos de los planos coinciden y el tercero los corta, la segunda ecuacién es multiplo de la
primera pero el vector normal del tercer plano no es miiltiplo del vector normal del primer plano;

en simbolos, existen A\, u € R tales que
(Ag, By, C2) = M(A1, B1,C1) 'y D2= XDy

y, ademas, para todo u € R,
(A37 B37 CB) 7é /J’(Ala Blv Cl)

Pr=P

Ps
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Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.1 Sistemas, soluciones

6. Si los tres planos tienen una recta en comun, como las hojas de un libro, las ecuaciones son li-
nealmente dependientes pues el tercer plano pertenece al haz de planos que contienen a la recta
de intersecciéon de los dos primeros; entonces los vectores normales son linealmente dependientes
y los términos lineales satisfacen la misma combinacion que los vectores normales, esto es, existen
A, 1 € R tales que

(A3,B3,C3) = AN(A1, B1,C1) + (A2, B2,C2) y D3 =XDy+p Do

y, ademads, para todo u € R,
(A37 B3? 03) 7é ,U:(Al, Bl7 Cl)

A
|

£\ Py

7. Si los tres planos son como las caras de un prisma triangular, los vectores normales son linealmente
dependientes pero los términos independientes no satisfacen la misma combinacién lineal que los
vectores, es decir, existen A, u € R tales que

(As, B3, C3) = M(A1,B1,C1) + u(Az,By,Cs) y D3z # X Di+p Dy

P3 Pl

X

\
 C—

Py

/

8. Si los tres planos son como las caras de una piramide triangular, sus vectores normales no son
linealmente dependientes y, en consecuencia, el determinante del sistema:

A1 B1 Cl
Ay By Cy
A3 B3 03
es no nulo.
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Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.1 Sistemas, soluciones

Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama ecuacion lineal en las incognitas (o indeterminadas) x1, xs, ..., a una ecuacion de la forma
aix1 + asxs + ... + apTy, = b

en donde aq,as, ..., a,,b son nimeros reales dados.

Al nimero a; que multiplica a la incognita xz; se le llama coeficiente de la incognita correspondiente. Al
nimero b se le llama término independiente de la ecuacion.

Si b = 0 se dice que la ecuacion es homogénea. En caso contrario se dice que la ecuacién es no homogenea.
Al conjunto de n ecuaciones lineales

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by
a2121 + A22%2 + -+ + A2p Ty = by

ap1T1 + Ap2®2 + - -+ QppTn = bn

se le llama sistema de n ecuaciones lineales en las incognitas x1, x2, ..., T, donde, a;;, b; € R para todo
t=1,.,nyj=1..,n.

. Si los términos independientes b; son todos iguales a cero, se dice que el sistema es homogéneo. En caso
contrario se dice que es no homogéneo.

Definicion 1. Una solucion del sistema es un elemento

(51,3 8n) ER" =R x--- xR
—_——

n—veces

que satisface cada una de las ecuaciones, es decir, para todai=1,....,n
a;181 + -+ QinSn = b

Cuando un sistema de ecuaciones no tiene solucién se dice que el sistema es inconsistente. Si un sistema

tiene solucién y ésta no es tnica, entonces se forma un conjunt o cuyos elementos son las soluciones del
sistema y dicho conjunto puede tener mas de un elemento.
Ahora bien puede ser que distintos sistemas de ecuaciones en las mismas indeterminadas tengan al mismo
conjunto de soluciones, atn cuando el nimero de ecuaciones de cada sistema sea diferente. Si tuviéramos
un mecanismo para sustituir un sistema por otro mas sencillo (por ejemplo que tenga més coeficientes
cero) sin que cambie el conjunto de soluciones (incluyendo cuando el conjunto es vacio) se podria facilitar
nuestro trabajo para encontrar dicha solucién. Asi pues éste es el camino a seguir.

Definicion 2. Dados dos sistemas de ecuaciones en n indeterminadas con coeficientes en R

a11T1 + @129 + -+ 1Ty = by ajyx + djgre + -+l = b
a1 + A2 + -+ + AopTp = by a1 + ahye + - - - + ab,x, = bl
/

11 + A2l + -+ AppTp = by G 21+ algxe + -+ + a,,xn = b,

diremos que los sistemas son equivalentes si el conjunto de soluciones de cada uno de ellos es el mismo.
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Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales 6.1 Sistemas, soluciones

Veamos como podemos obtener un sistema de ecuaciones equivalentes a uno dado de antemano.
Seran tres las operaciones que realizaremos sobre un sistema de ecuaciones lineales para obtener otro con
el mismo conjunto de soluciones y son las siguientes.

a) Intercambiar cualesquiera dos ecuaciones del sistema

b) Multiplicar una ecuacion del sistema por un ndmero « # 0.
Sia € R—{0}y (s1,52,...,S,) s una solucion de

;11 + -+ ATy = b;

si y solo si es solucion de
Qa1 + -+ aainx, = ab;

¢) Sumar a una ecuacion otra ecuacion del mismo sistema de ecuaciones lineales y solo sustituir la
ecuacioén i por la ecuaciéon

(i1 + ag)zr + - - + (@in + Qpn)xn = by + by,

dejando las restantes ecuaciones iguales, el sistema resultante tendréa el mismo conjunto de soluciones
que el original

Ejemplo Se requiere resolver el sistema

3xy — 229+ 2235 +x4 =1 (E1)
X1 — 2Ty —x3— 324 =0 (E2)
2x1 + xo +2x3 + 4wy =5 (E3)
dry —dxo + 23+ 2x4 =4 (E4)
Procédase entonces a realizar operaciones elementales con el objeto de eliminar incognitas y obtener
un sistema equivalente del cual se pueden leer facilmente las soluciones.
x1—xo—x3—3x4=0 (E1)+ (E2)
3x1 — 220+ 2x3+ 24 =1
201 + 29 + 223+ 44 =5
dx1 — 4o+ 23+ 214 =4

T1 —Tog—23—3x4 =0
xo +5x3+10xy =1 (E2) — (E2) — 3(F1)
3xg +4x3+ 102y =5 (E3) — (E3) —2(E1)
Sxs+ ldays =4 (F4) — (F4) — 4(F1)

T, —To— T3 —3x4 =0

To + 5x3 4+ 1024 = 1
—1las — 2024 =2 (E3) — (E3) — 3(F2)

5x3 + 1dxy =4
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Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales

6.1 Sistemas, soluciones

To + dxz + 1024 =0
To + 53+ 10x4 = 1

$3+ﬁ$4:1—12
Sxg + 1dzy =4
$1—$2—x3—3$4=0
To + 5x3 + 1024 =1
-2
5173+ﬁ$4:ﬁ
o4 o4
T
$1—$2—I3—3$4=O
To + 523+ 10z4 = 1
20 2
$3+ﬁx4:—ﬁ

(E3) — —%(ES)

(E4) — (B4) — 5(E3)

pa=1 (E4)— é—i(m)

$1—IL’2—.’E3:3

To + bry = —9
.’11‘32—2
.’1,‘421

3:1—:0221

To =1
r3 = —2
x4 =1
T =2
xo =1
T3 = —2
x4 =1

(E1) — (E1) + 3(E4)

(E2) — (E2) — 10(E4)
(13) — (B3) — 2 (B4)

(E1) — (E1) + (E3)
(E2) — (E2) — 5(E3)

(E1) = (E1) + (E2)
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