Unidad 3 Numeros naturales y calculo combinatorio Nimeros naturales

Combinaciones

El concepto de combinaciones est “a ligado al concepto de subconjunto.
Teorema 1. Si A es un conjunto finito, entonces el nimero de subconjuntos de A es 26744 es decir
card(P(A)) = 27744

Demostracion. La hacemos probando que card(P(A) = card(#{0,1}), pues usando el principio de la
exponenciacién, tenemos que
card(*{0,1}) = [card({0,1})]cer4A)

y entonces
card(P(A) = card(A{O, 1}) = [card({0, 1})]C”d(A) = geard(4)

Para cada subconjunto M de A, definimos su funcioén caracteristica como la funcion ys : A — {0, 1} tal
que
_J0 si z¢M

X (@) = {1 si xeM
Sea I : P(A) =4 {0,1} definida como F(M) = xas. Veamos que F es biyectiva.
Sean M, N C A tales que F(M) = F(N), entonces x = xn. Queremos ver que M = N.
Sea m € M, entonces ypr(m) = 1. Como xar = xn, xn(m) = 1. Entonces, por la definicién de funcion
caracteristica, m € N. Por lo tanto M C N. Anéalogamente se puede verificar que N C M, por lo que
M = N y F es inyectiva.
Para ver que F es sobre, sea f €4 {0,1}. Tomamos

My ={aeAlf(z)=1)

claramente My C A. Queremos ver que F(My) = f.
Sabemos que F(My) = xu,- Sea x € A.

1. Caso 1. Si € My, por la definicion de My, f(x) = 1. Por otro lado, xas,(z) = 1, pues x € My,
Entonces, si x € My, x, (z) = f()

2. Siz ¢ My, por definiciéon de My, f(x) # 1. Como f: A — {0,1}, f(z) = 0.
Por otro lado, x, () = 0, pues x ¢ M. Entonces, si x ¢ My, xar,(v) = f()

Por lo tanto, xar, = fy F(My) = f, por lo que F es sobre.
Como existe una biyeccién entre P(A) y 4{0, 1}. Por el Principio de la exponenciacién

card(A{O’ 1}) = [eard({0, 1})]card(A) _ gcard(A)
Por lo tanto, el nimero de subconjuntos de A es 2¢¢74(4) -

Sin embargo, a veces quisieramos saber cudntos subconjuntos de cierto tamano hay. Es decir, si A
tiene n elementos y m < n, jcuantos subconjuntos de A con m elementos hay?

Definicion 1. Sean n,m € N tales que m < n. Sea A un conjunto con n elementos. Los subconjuntos de
A que constan de m elementos son llamados las combinaciones de los elementos de A tomados de m en

m. Denotamos con ( ) al nimero de combinaciones de un conjunto con n elementos tomados de m en
m

m.
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Ejemplo Sea I5 = {1,2,3,4,5}.

= Las combinaciones de I5 tomadas de 0 en 0 son: ()

» Las combinaciones de I5 tomadas de 1 en 1 son:
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}
» Las combinaciones de I5 tomadas de 2 en 2 son:
{1,2},4{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5}
» Las combinaciones de I5 tomadas de 3 en 3 son:
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}
» Las combinaciones de I5 tomadas de 4 en 4 son:
{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2, 3,4, 5}
» Las combinaciones de I5 tomadas de 5 en 5 son:
{1,2,3,4,5}

Observe que hay en total 32 combinaciones de I5 tomadas de m en m para todas las m posibles,
esto lo podiamos saber sin darlas todas, pues por el teorema anterior hay 2° subconjuntos de
I5

Teorema 2. Sean n,m € N tales que m < n. Entonces

(o)
m

Demostracion. Sea A un conjunto con n elementos.
Sea O el conjunto de todas las ordenaciones delconjunto A tomadas de m en m y sea C el conjunto de
todas las combinaciones de los elementos de A tomados de m en m.

Entonces card(O) =0y C = (n>
m

Definimos una funciéon F' : O — C como

F(l 2 m) :{a17a27...,am}

aq a9 PPN Qm

Veamos que F es sobre.
Sea ¢ € C, entonces C es un subconjunto de A con m elementos, digamos ¢ = {by, ba, ..., by, }, donde

by # bj, sii# j. Sea
1 2 - m
f= <b1 by .- bm>
entonces f es una ordenaciéon de los elementos de A tomados de m en m, es decir, f € O. Ademas,

1 2 o m
F(bl by --- bm) = {bl,bg,...,bm} =c
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por lo tanto F es sobre.
Sean cq, ca, ..., ¢ los distintos subconjuntos de A con m elementos, donde

n
k = d =
card(c) <m)
Definamos para cada ¢ € I, el conjunto

o= {r=(o o ) IFD=a)

Entonces O se puede escribir como O = 01 U 03 U - - - U 0. entonces
card(O) = card(o1) + card(oz) + - - - + card(oy,)

Ademas, si m > 1, F no es inyectiva, pues cualquier permutacion del conjunto {by,bs,...,b,,} va a dar a
{b1,ba,...,b;, } bajo F. En otras palabras, para cada ¢ € I} hay P,, ordenaciones de A tomadas de m en
m que van a dar a c¢; bajo F. Por lo tanto, para cada ¢ € I, se tiene que

card(o;) = Py,

Asi
O = card(O) = Pk = Py, <n>
m
O
Usando este resultado, damos una formula para calcular combinaciones.
Corolario 1. Sean n,m € N tales que m < n. Entonces
n\ _ nn—-1)---(n—m+1)
m) m!
Demostracion. Por el resultado anterior,
n\ O nn-1)---(n—m+1)
m) P, m!
O

Sabemos que el nimero de subconjuntos de un conjunto de un conjunto finito A es 2¢¢744) De aqui

podemos deducir que
= (M) (") + o+ (0
~\0 1 n

El siguiente tridngulo es conocido como el tridngulo de Pascal

G)
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Calculando estos ntimeros, onbtenemos

Observando el tridngulo de Pascal habiendo calculado los nimeros, podemos percibir que el tridngulo es
simétrico como demostramos en el siguiente lema

Lema 1. Sean n,m € N con m < n. Entonces

()= (a20)

Demostracion. Sea A un conjunto con n elementos. Sea S el conjunto de todas las combinaciones de
elementos de A tomados de m en m. Sea T el conjunto de todas las combinaciones de elementos de A
tomados de n —m en n—m. Definimos la funcion f : S — T como f(s) = A—s. Si s € S, entonces s tiene
m elementos, por lo que A — s tiene n — m elementos y efectivamente A — s € T. La funciéon g : T' — S

dada por g(t) = n para cada t € T es la inversa de f. Asi, se puede concluir que f es biyectiva. O

También podemos observar en el Tridngulo de Pascal que, a partir del tercer renglén, un ntmero de
enmedio es la suma de los dos ntimeros més cercanos del renglén anterior.

Teorema 3. Formula de recurrencia del Triangulo de Pascal. Sin,k e Ny n>2yk<n-—1,

entonces
n\ [(n-— 1 n n—1
k) \k-—1 k

Demostracion. Sean n > 2 y k < n. Tomemos el conjunto I, = {1,2,...,n}. Sea C el conjunto de
combinaciones de I,, tomadas de k en k, es decir, € es el conjunto de subconjuntos de I,, con k elementos.
Sean C7 y C' los subconjuntos de €: C; es el conjunto de subconjuntos de I, con k elementos que tienen
al 1 como elemento y C’ es el conjunto de subconjuntos de I,, con k elementos que no tienen al 1 como
elemento. Entonces

Cf:ClUC' Yy OlﬁC/:@

es decir {C1,C"} es una particion de C. Por lo que card(C) = card(Cy) + card(C").
Ahora, para formar un elemento de I,, con k elementos que tengan al 1, necesitamos elegir k£ — 1 elementos
de los n — 1 restantes de I,,. Entonces hay
n—1
(1)

subconjuntos de I,, con k elementos que tienen al 1 y

card(Cy) = (Z: i)

Por otro lado, los subconjuntos de I,, con k elementos que no tienen al 1, se obtienen eligiendo k elementos
del conjunto I, — {1} = n — 1, por lo que hay
n—1
k
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subconjuntos de I,, con k elementos que no tienen al 1y

N (n—1
card(C") = ( k )
Asi,
card(C) = card(Cy) + card(C') = (Z : i) + <n; 1)
es decir,

0-Go+()

En cursos de secundaria se ense”ae a construir el Tridngulo de Pascal usando la Férmula de recurren-
cia del Triangulo de Pascal (que acabamos de demostrar). Este tridngulo se utiliza en estos cursos para
desarrollar expansiones binomiales de la forma (a + b)" con n € NT. La regla que se da es la siguiente:
los niimeros en el renglon nimero n del tridngulo son los coeficientes de la expansion binomial correspon-
dientes a a™b’, a”~'b, a"72b%,..., a'b" "1, a’b" en este orden. Esta regla es en realidad el Teorema del
Binomio que demostramos enseguida.

O

Teorema 4. Teorema del binomio. Sin € Nt ya,b € R, entonces

n __ n n n n—1 n n—=212 n no_ - n n—kik
(a+b) —<O)a —|—<1)a b+(2>a b + +<n)b ;;)(k)a b

Demostracion. La idea intuitiva es que

(a+b)" =(a+b)(a+b) - (a+Db)

n—veces

y al desarrollar este producto se obtiene un término donde aparezca b* seleccionando b en k factores
(a+0b) y seleccionando a en los n — k factores restantes, por lo que el coeficiente correspondiente a a™*b*
en el desarrollo del producto (a + b)™ es
n
(:)

a) Sin =1, entonces (a + b)! = a + b. Por otro lado

1
> (;) a' kb = <(1)> a't’ + G) a' "' =a+b

k=0

La prueba se hace por induccion

b) Supongamos que el resultado es vélido para n

n_ (T n Y\ n-1 ny\ pn—2;2 n no__ - N\ n—kpk
(a+b)—(0>a +<1)a b+(2>a b + +<n)b kzzo<k)a b
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c) Veamos que el resultado se cumple para n + 1. En este caso se tiene

(a4 b)"™ = (a+b)"(a+D)
(@b at ()b

_ (”)a”+< ) n- 1b+<§) =22 4 .+<

(§)r s () () (D]
= [(5)arer e (D)arvs (5 )

() (D)o (oo ()]
() ()= ()] (G )+(Z)]“‘
(o (Yo (4 s ()i
:<n31>a”+<n1rl>a"1b+<n;r1>a"2b2+...+<211>b”

La ultima igualdad se obtiene al juntar términos semejantes y aplicar la formula de recurrencia de

Pascal. También se tiene
n\ 1= n+1
n) ~ \n+1

b)==C)

Asi el resultado es valido para n + 1

Ejemplo Pruebe lo siguiente:

i
k
k=0
Solucién En este caso

e o e Qe ()e-£0)

Teorema del binomio k=0

Ejemplo Pruebe lo siguiente: Si n > 1, entonces

>1(y) -
k=0
Solucién En este caso

o=y = (e (e (e (L) eor=e())

Teorema del binomio k=0
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