Unidad 1 1.3 Potencia, Producto cartesina, familias

Conjunto Potencia I

Definicién 1. El conjunto potencia de un conjunto A, denotado P(A), es el conjunto cuyos elementos
son todos los subconjuntos de A. Se escribe

P(A) = {X | X C 4}
Nétese que todos los elementos de P(X) son conjuntos.
Ejemplo P(0) = {0}
Ejemplo Si X = {a}, P(X) = {0, {a}} = {0, X}
Ejemplo Si X = {0, {0}, {a}, {0}, {0, a}, {0,b}, {a,b}, X}

Como para cada subconjunto X, § C X, entonces P(X) # ) tendra por lo menos dos lelentos que son 0
y X

Teorema 1. Para cualesquiera conjuntos A y B
P(AUB) D P(A)U P(B)
Demostracion. Tenemos que

XecP(AUPB)=XCAV XCB
= XCAUB
= X e P(AUB)

Ejemplo La otra inclusién no se cumple siempre, veamos un ejemplo. Consideremos los conjuntos
A={1,2,3}, B=1{2,3,4} tenemos entonces

P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

P(B) = {0,{2}, {3}, {4}.{2,3},{3,4},{2,4},{2,3,4}}
P(A)U P(B) = {0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{3,4},{2,4},{1,2,3},{2,3,4}}

Por otro lado
AUB=1{1,2,3,4}

de manera que
P(AUB) = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4}, {1, 3,4},{2,3,4},{1, 2, 3,4}
observamos que

{1,2,3,4 c P(AUB) y {1,2,3,4} £ P(A) A {1,2,3,4} € P(B)

por lo tanto
P(AUB) ¢ P(A)U P(B)
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Teorema 2. Para cualesquiera conjuntos A y B
P(ANB)=P(A)NP(B)
Demostracion. Tenemos que
XeP(ANP(B)= X e P(A) AN X € P(B)
&S XCAANXCB

S XCANB
& X CP(ANDB)

Pareja ordenada I

Un concepto importante en la teoria de conjuntos es el de pareja ordenada que consiste de una pareja de
objetos de los cuales debe quedar claro quién va en primer lugar y quién en segundo. Se denotara a la
pareja ordenada de los objetos a y b por (a,b) y se debera definir que satisfaga:

(a,0) =(¢,d) & a=c y b=d (1)

Durante varios afios se buscé una definiciéon conjuntista de par ordenado, con el tnico propédsito de que
se verificara (1), quedando asi incluido este concepto en la teoria de conjuntos. Alrededor de los anos 30’s
del siglo XX, Kuratowski y Winner introdujeron la definicién conjuntista de par ordenado.

Definicién 2. FEl par ordenado de a y b es el conjunto

(a,b) = {{a},{a,0}}
Ejemplo Tenemos que
(a,a) = {{a}, {a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}
Si a # b, entonces (a,b) # (b,a). Por ejemplo

(1,2) = {1} {1,2}} v (2,1) = {{2},{2,1}}

Veamos que con esta definicion se satisface (1)

Teorema 3.

(a,0)=(c,d) & a=c y b=d

Demostracion. =-.
Supongamos que (a,b) = (¢,d) y consideramos por separado los dos casos posibles a = b o a # b

a) a = b en este caso
(a,0) = {{a},{a,0}} = {{a}} = {{c} {c, d}}
Como {{a}} tiene un unico elemento, entonces {{c},{c,d}} debe tener un tnico elemento, lo que
significa que debe ser {¢} = {¢,d} y nuevamente, como {c} tiene un tnico elemento y por lo tanto se
debe tener ¢ = d. Entonces {{a}} = {{c}} implica {a} = {c} que a su vez implica a = ¢. En este caso
se tiene entonces que a =b=c=4d
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b) a #b.
Como {a,b} € (a,b) y (a,b) = (¢,d) por hipétesis, entonces {a,b} € (¢,d), por lo que {a,b} = {c} o
{a,b} = {c,d}. El primer caso no puede suceder por que eso implicaria que a = b, que no es el caso.
Entonces {a,b} = {c,d}, lo que implica forzosamente que ¢ # d, pues en caso contrario se llegaria
nuevamente a que a = b. Por otro lado como {a} € {{c}, {c,d}}, entonces {a} = {c}, pues ya hemos
visto que ¢ # d. Por lo tanto a = ¢. Por ultimo, ya que {a,b} = {¢,d}, a # by a = ¢, entonces b = d.
<. Es inmediato

O

Producto cartesiano

Definicion 3. Sean A y B conjuntos. El producto cartsiano de A y B denotado A x B es el conjunto
Ax B={(a,b) |lae A N be B}

Dada una pareja ordenada (a, b), para que sea elemento de A x B, se debe tener, por definicién, que a € A
y b€ B, es decir

(a,b) € Ax B b=y (ae A N beEB)

Si una pareja ordenada (¢, d) no pertenece a A X B significa que no se cumplen al mismo tiempo las dos
propiedades ¢ € Ay d € B, lo que significa que se debe tener que ¢ ¢ A o d ¢ B. Entonces

(c,d) ¢ AxB < (c¢ AV d¢ B)
Ejemplo Si A= {a,b} y B=1{1,a}, entonces
A x B={(a,1),(b,1),(a,a),(b,a)}
B x A=1{(1,a),(1,b),(a,a),(a,b)}
Teorema 4. Sean A,B,C' y D conjuntos no vacios tales que A x B =C x D. Entonces A=C yB =D

Demostracion. Sean a € Ay b € B arbitrarios. Entonces (a,b) € Ax By como Ax B = C x D, entonces
(a,b) € C x D lo que significa que a € C y b € D. Luego A C C y B C D. De manera analoga se
demuestra que C C Ay D C B. Y con esto se tiene A=Cy B=D O

Operaciones entre conjuntos generalizadas

Dados los conjuntos A, B y C, podemos deducir que AN BN C es el siguiente conjunto
{z|ze ANz eBAzeC}
Si renombramos a los conjuntos A, B y C' como Aj, As, As, se puede verificar que entonces
A1NAyNAs={z|Vi €{1,2,3},z € A;}

Asi, podemos generalizar la operacion interseccion de la siguiente manera: si I es, por ejemplo, el conjunto
{1,2,...,n} y cada ¢ € I tenemos un conjunto 4;, entonces

AlﬂﬁAn:{x|Vz GI,(EGAi}
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Definicién 4. Sea I un subconjunto cualquiera de N y para cada i € I, sea A; su conjunto. Definimos la
interseccion del conjunto {A; | i € I}, denotada como

(A liel} =4
el

de la siguiente forma
NAi={z|Viel, xeA}

iel

ﬂ{(—i,l—i—i) yneN}: N (—i,l—ki) =1[0,1]

neN

Ejemplo Teneoms que

Dados los conjuntos A, B y C, podemos deducir que AU B U C es el siguiente conjunto
{z|z€eAvezeBVvze(C}
Si renombramos a los conjuntos A, B y C' como Aj, As, As, se puede verificar que entonces
AfUAsUAs={x|Ti €{1,2,3},2 € A;}

Asi, podemos generalizar la operaciéon uniéon de la siguiente manera: si I es, por ejemplo, el conjunto
{1,2,...,n} y cada i € I tenemos un conjunto A;, entonces

/hVU...LLAn =:{$ |3 1 €l,x €<Ai}

Definicién 5. Sea I un subconjunto cualquiera de N y para cada i € I, sea A; su conjunto. Definimos la
union del conjunto {A; | i € I}, denotada como

U{AH@'GI}:UAi

de la siguiente forma
L“ini:: {a:| diel, x€ f4i}

i€l

U{(-;,lJrTll) |neN}: U (—:L,H—i) —(~1,2)

neN

Ejemplo Teneoms que

Teorema 5. Algebra de conjuntos generalizada. Dada el conjunto {A; | i € I} yun conjunto B cualquiera
se tiene

1. (ﬂAZ)C: 4y

el el
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2<Umyzﬂg

6. B— (UAi> =[\(B - 4)

i€l icl

Demostracion. 1. Tenemos que

re(na) =xe(na)

SaViel zeA;
ediel, v ¢ A
S Jiel, xe 4y
eze| A

iel

2. Tenemos que

re(Un) weeUn)

<:>_'E|i€I, x € A;
evViel, x¢ A;
eViel ze 4y
sre()4

icl
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3. Tenemos que

N

el

xeBU< )

4. Tenemos que

U

el

xegn( )

5. Tenemos que

(4

iel

meB_< )

N

SreB v xe(
i€l

)

SreB vV Viel, xeA;
sSViel, xeB V xeA;
SViel xe€ BUA;

szelJBUL)
el

U

S reB A x€<
iel

)

SreB AN Jiel, xe A
sS3diel, xeB AN x € A;
& 3diel, x € BNA;

szelJ(BNA)
el

N

SzxeB A m¢<
iel

)

SreB AN Viel, ve A
SxeB A Jiel, x¢ A
SzxeB AN diel, xzeAf
< 3Jiel, x € BANAS

& Jiel, x € BNAS
<3Jiel, x€ B—A;

= J:GU(BfAi)

iel
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