Unidad 1 Conjuntos y Funciones

Relaciones binarias

Definicion 1. Una relacidon binaria R de A en B es un subconjunto de A x B de parejas ordenadas.

Por tanto si R es una relaciéon binaria entre A y B, R es un conjunto de pares ordenados cuyas primeras
coordenadas son elementos de A y las segundas coordenadas son elementos de B. Asi, para indicar que
un par ordenado pertenece a la relaciéon suele escribirse

(a,b) e R 0o aRb

Ejemplo Dados los conjuntos
A={-1,0,1}, B=1{1,3}

Hallar los elementos de A x B descritos en la relacion

R={(a,b) € Ax B|y=2%}

Solucién En este caso
AxB= {(_17 1)’ (_173)’ (07 1)7 (Oa 3); (17 1)a (L 3)}

por lo que

R={(-1,1),(1,1)}
Ejemplo Dados los conjuntos
35
= = —_. — 0
B={1,3} C {2,2, }

Hallar los elementos de B x C descritos en la relacion

b
S{(b,c)GBXC’|62+1}

e (0D 00 (:2) (63 o)
={02)63)

Definiciéon 2. El dominio de una relacion R C A x B, denotado dom(R), es el conjunto de elementos
x € A que estan relacionados con algin y € B, es decir

Solucién En este caso

por lo que

dom(R)={x € A|3be B, tal que (a,b) € R}

dom(R)={x€A|3Ib(beb A (a,b) € R)}
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Ejemplo Dados los conjuntos
A={-1,0,1}, B=1{1,3}

Hallar los elementos de A x B descritos en la relacion

R={(a,b) € Ax B|y=2%}

Solucién En este caso
R = {(_1’ 1)’ (17 1)}
y entonces
dom(R) = {-1,1}

35
poty o= {320}

Hallar los elementos de B x C' descritos en la relacion

Ejemplo Dados los conjuntos

S:{(b,c)eBxC’|c:g+1}

={02)63)

dom(S) = {1,3}

Solucién En este caso

y entonces

Definiciéon 3. La imagen o rango de una relacion R C A x B, denotado im(R), es el conjunto de
elementos b € B que estan relacionados con algin a € A, es decir

im(R)={be B |3Ja€A, tal que (a,b) € R}
im(R)y={beB|Ja(ae A A (a,b) € R)}

Ejemplo Dados los conjuntos
A= {71,0, 1}, B = {13 3}

Hallar los elementos de A x B descritos en la relacion

R={(a,b) € Ax B|y=2%}

Solucién En este caso
R = {(_L 1)7 (17 1)}
y entonces
im(R) = {1}
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Ejemplo Dados los conjuntos
35
B={1,3} C=<-,-,0
a3 c={3.2.0}
Hallar los elementos de B x C descritos en la relacion

S={(b,c)€BxC|c:g+1}

Solucién En este caso

y entonces

= {(2)

Lema 1. Si R es una relacion binaria, entonces {(b,a) | (a,b) € R} es una relacién binaria

Demostracion. Dado (a,b) € R, tenemos que (b,a) es un par ordenado. Asi {(b,a) | (a,b) € R} es un
conjunto de pares ordenados, por lo que {(b,a) | (a,b) € R} es una relacion binaria O

Definicién 4. La relacién inversa R~ de una relacion R, es una relacion definida como
R~ ={(b,a) | (a,) € R}

Ejemplo Dados los conjuntos
A={-1,0,1}, B=1{1,3}

Hallar los elementos de A x B descritos en la relacion

R={(a,b) € Ax B|y=2%}

Solucion En este caso
R = {(_L 1), (1, 1)}
y entonces
R = {(L _1)7 (1, 1)}

Ejemplo Dados los conjuntos
35
B={1,3} C=<-,-,0
a3 c={3.2.0}
Hallar los elementos de B x C descritos en la relacion

S={(b,c)€BxC|c:g+1}

Solucién En este caso

y entonces
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Existe una manera de combinar dos relaciones para formar una nueva relacién, segin la siguiente definicién

Definicién 5. Sean R y S relaciones binarias. La relacion composicion de R con S, denotada S o R, es
el conjunto

SoR={(a,c) | 3b((a,b) e R N (bc) € S5)}

Ejemplo Dados los conjuntos

A=(-r00), 5= o= {350

Hallar los elementos de A x B, B x C descritos en la relaciones R, Sy So R

R={(a,b) € Ax B |y=2"}
b
SZ{(b,c)EBXC|c:2+1}

Solucién En este caso

R = {(7]% 1), (17 1)}

- {02)63)
son={(1)-(1)

Proposiciéon 1. Si R y S son relaciones binarias, entonces

Ahora bien se tiene que

S o R Cdom(R) x im(S)
Demostracion. Sea (a,c) € So R, entonces existe b € im(R) de forma que (a,b) € Ry (b,¢) € S. De aqui
que a € dom(R) y ¢ € im(S). Por lo tanto, (a,c) € dom(R) x im(S) y So R C dom(R) x im(S) O
Teorema 1. Sean R, S relaciones binarias. Entonces se tiene
(SoR)™'=R1'og7!
Demostracion. Tenemos que

(a,c) € (SoR)™' < (c,a) € (SoR)

s 3b((eb)eR A (ba)eS)

< 3b((b,e) e R7Y A (a,b) € S7Y)
< 3b((a,0) € S A (b,e) e RTY)
& (a,c) eR1oS™!
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Teorema 2. Sean T, S y R relaciones binarias. Entonces se tiene lo siguiente:

a) (ToS)oR=To(SoR)
b) (SoR)"'=R 108!
Demostracion. Tenemos que

a) Para (T o S)o R se tiene

(x,2) € (ToS)oR

b) En este caso

' A(x,y) e SoRA(Y,2)€T)
W AGCyA(z,y) €RA(y,y) €S
' A3y A (z,y) € R)A(y,y) €
A (z,y) € RATY) A (y,y)) €
yA(z,y) € RAGY A(y,y') €85)
JyA(x,y) € RA(y,z) € T o)

—
~—

te oD

(z,2) €(SoR) ' < (z,7) €SoR

< 3IN(z,y) € RA(y,x) €S

S 3yA(y,2) e RN (z,y) € S71
& A (r,y) €SP A(y,2) e R7T
& (r,2) ERPoST!
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