Analisis Matematico 1 Preliminares

Conjuntos finitos I

En primer lugar, dos conjuntos entre los cuales se pueda establecer una aplicacién biyectiva deberian
tener el mismo tamano. Ademaés, si n € N, el conjunto {k € N | k& < n} deberia ser “finito” y tener
exactamente n elementos.

Decimos que un conjunto A es equipotente a un conjunto B cuando existe una aplicaciéon biyectiva de
A sobre B, en cuyo caso escribimos A ~ B. Es evidente que cualquier conjunto A verifica que A ~ A,
puesto que la identidad en A es una aplicacion biyectiva de A sobre si mismo, luego la equipotencia entre
conjuntos es un relacion reflexiva. También es simétrica, es decir, A~ B = B ~ A, puessi f: A - B
es una aplicacién biyectiva, su inversa f~! : B — A también es biyectiva. Finalmente, también es una
relacién transitiva, es decir, de A ~ By B ~ C se deduce que A ~ C, puesto quesi f: A - By
g : B — C son aplicaciones biyectivas, la composicién go f : A — C también es biyectiva.

Se dice que un conjunto A es finito cuando existe un nimero natural n tal que

A~A{1,2,...,n}

En este caso, se dice que A tiene n elementos.
Para cada nimero natural n consideramos el conjunto

I.={keN|k<n}
Proposiciéon 1. Sim,n € N, entonces
I,~1, = m=n
Teorema 1. Sean m,n € N. Si m # n, entonces no eziste una biyeccion entre I, e I,.

Demostracion. Sean m,n € N tales que m # n. Como m # n por la tricotomia del orden < tenemos que
m<mnon<m.
Se demostrara por iduccién sobre m que Vn € N, si m < n, entonces no existe una biyeccion g : I,,, — I,,.

Base Supongamos que m = 0 y sea n tal que 0 < n. Sabemos que Iy = (). Como I,, # 0, pues n € I,
dado 0 < n, no hay una funcion g : Iy — I,, que pueda ser sobre. Asi, no existe una biyeccién entre
IO € In

Hipétesis de inducciéon Supongamos que para toda n € N, si m < n, entonces no existe una biyeccién
entre I,, e I,,.
Supongamos ahora que si existe una biyeccion f : I,,11 — I, para algin n tal que m+ 1 < n.
Tenemos que f(m+1) € I, sin perdida de generalidad, digamos que f(m+1) = n. Esto lo podemos
suponer, pues en el caso que f(m + 1) = k con k # n, definimos g : I,, — I, como la funcién que
intercambia k con n y deja fijos a los otros elementos de I, es decir

k si j=n
g(j)=({n st j=n
Jjosi jFk y j#En
y trabajamos con la biyeccion g o f en vez de trabajar con f.
Ahora como n > m + 1, n > 0. Entonces, restringiendo el dominio de f a I,,, y el codominio de f a

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Analisis Matematico 1 1



Analisis Matematico 1 Preliminares

I,,—1, obtenemos la funcion h : I,,, — I, definida como h(i) = f(i). Como h es la restriccion de la
funcion inyectiva, esta funcion es a su vez inyectiva. Ademaés, dado que f es sobre en I,,, f(m+1) =n
y el codominio de h es I,,_; = I,, — {n}, concluimos que h es sobre. Asi, h : I,, — I,,_1 es biyectiva.
Pero como m < n — 1, pues m + 1 < n, esto contradice la hipé6tesis de induccién que asegura que
para todo natural mayor que m dicha biyeccién no puede existir.

Por lo tanto, no puede existir una biyeccion f : I,,,4+1 — I, para todon >m +1

O

Corolario 1. Si A es un conjunto finito, entonces existe un inico n € N tal que hay una biyeccion entre
L, y A.

Demostracion. Sea A un conjunto finito, entonces por definicion de finito existe n € N y una funcion
biyectiva f : I, — A. Supongamos que para alguna m € N existe una biyeccion g : I,,, — A. Tenemos que
f~'A — I, también es una funcién biyectiva. Por lo tanto, f~' o g : I, — I,, seria una biyeccién, pues
la composicion de funciones biyectivas es biyectiva. Asi por la contrapuesta del teorema anterior, m = n.
Concluimos que para todo conjunto finito A, existe un tnico n € N tal que hay una biyecciéon entre I, y
A. O

Los conjuntos que no son finitos se llaman infinitos

Conjuntos numerables

Definicién 1. Sea A un conjunto y n un nimero natural positivo. Diremos que A tiene n elementos si
existe una funcion biyectiva
f:{y2,....,.n} - A

En este caso escribiremos
Al =n
El simbolo |A| se lee el nimero de elementos de A, también se dice la cardinalidad de |A|.

Definicién 2. Sean A, B conjuntos. Decimos que A y B tienen el mismo cardinal si existe una funcion
biyectiva f : A — B. En este caso denotamos

Al = | B

Definicién 3. Sea A un conjunto. Decimos que

(a) A es finito, si tiene el mismo cardinal que {1,2,...,n}, para algin n € N.
(b) A es numerable, si tiene el mismo cardinal que N.

(c) A es contable, si es finito o numerable.

(d) A es no-numerable, si no es contable.

(e) A es infinito, si no es finito

Lema 1. Un conjunto A no vacio es numerable si, y sdlo si, existe g : N — A sobreyectiva.

Demostracion. Supongamos que A es numerables y sea f : A — N inyectiva. Sea b € A fijo. La funcion
g : N — A definida por

g(f(@)=a Yac A
gn)=b ¥ne N\ f(A) (si f(A)#N)
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es claramente sobreyectiva.
Supongamos ahora que existe g : N — A sobreyectiva. La funcion f: A — N definida por

f(a) =min{n e N | g(n) = a}
es inyectiva O
Teorema 2. Todo subconjunto infinito E, de un conjunto numerable A, es numerable

Demostracion. Como A es numerable, existe una biyeccién
f:N—=> A
Ahora se define la funcién g : N — FE recursivamente de la siguiente manera

g(1) = f (min (f71(E)))
9(2) = f (min (f71(E)) \{g(1)})

g(n) = f (min (f 7 (E)) \{9(1), 9(2), ..., 9(n — 1)})

Para ver que g es inyectiva, supongamos que m # n (digamos m < n). Debe ocurrir que g(m) # g(n).
Tenemos que

g(n) € f (min (f71(E)) \{g(1),9(2),...,9(n - 1)})
_E\{g(l)vg(Q)v"'7g(n_1)}
C E\{g(m)}

Entonces g(m) # g(n).
Para ver que g es sobre, supongamos e € E. Entonces e = f(N), para algan N € N (f es sobre). Tenemos

que
L2, -NY)NE) C {12, N} = {1,2,.., N}
por lo que podemos ordenar los elementos de f~(f({1,2,...,—N}) N E) de la siguiente manera
_1(f({1a 2) reny _N}) N E) = {7’7/1,7’7/2, 7nk}
Como e = f(N), tenemos que ny = N. Ademas por construccion
9(1) = f(n1)
9(2) = f(n2)

g(k) = f(nk) = fF(N) = e

entonces g(k) = e, por lo que g es inyectiva O
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Proposicion 2. La union numerable de conjuntos numerables es numerable. Es decir que si I es un
conjunto numerable y A; es un conjunto numerable para cada i € I, entonces el conjunto

A=A
iel
es un conjunto numerable.

Demostracion. Podemos suponer que I # () # A;. Existen funciones
gZN%I, le*)AZ,V’Lg.[

sobreyectivas.
Definimos h : N x N — A dada por

h(m’ 7’L) = fg(n) (m)

Veamos que h es sobreyectiva. Dado a € A, elegimos i € I tal que a € A;, entonces elegimos m,n € N
tales que

gn)=1i y film)=a

Al ser N x N numerable se puede construir una funciéon de N en N x N, y en consecuencia existe también
una funcién de N sobre A. Por tanto A es numerable O

Teorema 3. ( Teorema de Banach ). Si M y N son conjuntos, y f : M — N yg: N — M funciones,
entonces existen A C M y B C N tales que f(A)=Byg(N—-B)=M - A

Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : P(M) — P(M) dada por
p(C) = M —(g(N = f(C)))

Si probamos que ¢ tiene un punto fijo, es decir que existe A € P(M) tal que p(A) = A, entonces A y
B = f(A) satisfacen la tesis. En efecto

M —(g(N = f(A)))
M —(9(N - B))

De lo anterior obtenemos que
g(N—-B)=M-A

Basta entonces probar que ¢ tiene un punto fijo.
Veamos primero ¢ es mondtona creciente en (P(M), C).
Sean A;, A € P(M) tales que A; C A, entonces tenemos la siguiente situacion

f(A1) C f(A2) = N — f(A1) D N — f(A2)
= g(N — f(A1)) D g(N — f(A2))
= M —g(N — f(A1)) C M — g(N — f(A2))
= ¢(A1) C p(A2).
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Notemos ahora que
I'={GePM)|pG) CG}#0

Esto es cierto pues M € I'. Sea A = ﬂ G. Queremos ver que A € I con lo que p(A) C A.

GeT
Sabemos que A C G,V G € T. De aqui que ¢(A) C ¢(G), V¥V G € T por ser ¢ monoétona creciente.
Ademas, por la definiciéon de T', obtenemos que p(A) C G, V G € T. Por lo tanto ¢(A) C A.
Resta ver que A C p(A4). Como p(A) C Ay ¢ es mondtona creciente, tenemos que ¢(p(A)) C p(A).
Luego p(A) € I'. Es decir, ¢(A) es uno de los G que participan de la definicién de A y entonces A C p(A).
Luego, existe A € P(M) tal que A = ¢(A) O

Teorema 4. ( Teorema de Cantor-Bernstein ). Dados dos conjuntos M y N. Si existen funciones f :
M — N yg: N — M tales que fy g son inyectivas, entonces existe una biyeccion de M a N.

Demostracion. Vamos a construir una funcién biyectiva h : M — N. Por el teorema de Banach, existen
ACMyBC N tales que f(A) =By g(N—B)=M —A.Seav¢ : (M — A) —» (N — B) la funcién
inversa de g restringida a N — B, y sea h : M — N definida por

_ Jfx) si zeA

hiw) = {¢($) si zeM-—-A

Veamos que h es inyectiva. Sean x1,z2 € M, con 1 # x3. Si 21,22 € A, tenemos que f(xz1) # f(x2)
por ser f inyectiva y entonces h(x1) # h(z2). Si z1,29 € M — A, tenemos que ¥(z1) # ¥(xz2) por ser
1 biyectiva y entonces h(x1) # h(xz3). Por tdltimo, si 21 € Ay o € M — A, sucede que f(z1) € By
Y(xz2) € N — B, por lo que resulta

f(x1) = h(z1) # h(x2) = Y (22)
luego h es inyectiva.
Probemos ahora que h es sobre. Sea y € N. Si y € B, existe x € A tal que f(z) = y. Es decir, existe
x € M tal que h(z) =y. Siy € N — B, entonces g(y) € M — A, luego ¢¥(g(y)) = y. Es decir, h(g(y)) = v,
por lo que h resulta ser sobre.
Hemos probado entonces que existe h : M — N biyectiva O

Como consecuencia del teorema anterior se tiene

Corolario 2.
N x N es numerable

Demostracion. Consideremos la funcién g : N x N — N dada por

g(m,n) =2m3"
Esta funcién es inyectiva pues al ser 2 y 3 nimeros primos, la igualdad 2™3™ = 2P37 con m,n,p,q € N
implica que m=pyn=gq. O
Corolario 3. Si A y B son conjuntos numerables, entonces A x B es numerable

Demostracion. Como A y B son numerables, existen funciones inyectivas ¢ : A - Ny ¢ : B — N.
Definiendo

fla,b) = (e(a), ¥(b))
para todo (a,b) € A x B, obtenemos una funcién inyectiva f : A x B — Nx N, luego A x B es numerable,
por serlo N x N O
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