
Unidad 3 Compacidad 3.2 Teorema de Arzelá-Ascoli

Teorema de Arzelá (Aplicaciones)

Recordemos que H es un subconjunto acotado de C(K,Rn) si existen f0 ∈ H y C > 0 tales que

‖f − f0‖∞ = máx
z∈k
‖f(z)− f0(z)‖ ≤ C ∀ f ∈ H

Corolario 1. Sea K un espacio métrico compacto. Un subconjunto H de C(K,Rn) es relativamente

compacto en C(K,Rn) si y sólo si H es equicontinuo y acotado en C(K,Rn)

Demostración. (⇒)
Sea H un subconjunto relativamente compacto en C(K,Rn). Por el teorema de Arzelá H es equicontinuo
y, la cerradura de H es compacta y por tanto acotada en C(K,Rn). En consecuencia, H es acotado en
C(K,Rn)
(⇐)
Inversamente, supongamos que H es equicontinuo y acotado en C(K,Rn). Entonces existen f0 ∈ H y
C > 0 tales que

‖f − f0‖∞ = máx
z∈k
‖f(z)− f0(z)‖ ≤ C ∀ f ∈ H

En consecuencia H(z) está acotado en Rn para todo z ∈ K y, por el teorema de Heine-Borel, H(z) es
relativamente compacto en Rn para todo z ∈ K. El teorema de Arzelá asegura que H es relativamente
compacto en C(K,Rn)

De�nición 1. Una función lineal T : V →W entre espacios de Banach se llama un operador compacto

si, para cualquier sucesión acotada (vk) en V, la sucesión T (vk) contiene una subsucesión convergente en

W.

Proposición 1. Sea K : [a, b]× [a, b]→ R una función continua. El operador de Volterra

B : C[a, b]→ C[a, b] dado por

B f(x) =

∫ x

a

K(x, y)f(y) dy

es un operador compacto.

Demostración. Sea (fk) una sucesión en C[a, b] tal que ‖fk‖∞ ≤ c para algún c ∈ R. Entonces

|B fk(x)| ≤
∫ x

a

|K(x, y)fk(y)| dy ≤ (b− a)‖K‖∞‖fk‖∞ ≤ (b− a)‖K‖∞c

para todo x ∈ [a, b] y todo k ∈ N. Por tanto,

‖B fk(x)‖∞ ≤ (b− a)‖K‖∞c

para todo k ∈ N, es decir
H = {B fk | k ∈ N}

es acotado en C[a, b]. Más aun, como K es uniformemente continua, para cada ε > 0 existe δ1 > 0 tal que

|K(x1, y1)−K(x2, y2)| < ε

2(b− a)c
si ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖ < δ1
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En consecuencia, si

|x1 − x2| < δ = mı́n

{
δ1,

ε

2‖K‖∞c

}
y x1 ≤ x2, se tiene que

|B fk(x1)−B fk(x2)| =
∣∣∣∣∫ x1

a

K(x1, y)−K(x2, y)fk(y) dy −
∫ x2

x1

K(x1, y)fk(y) dy

∣∣∣∣
≤
∫ x1

a

|K(x1, y)−K(x2, y)| |fk(y)| dy +

∫ x2

x1

|K(x1, y)| |fk(y)| dy

< (b− a)
ε

2(b− a)c
c+

ε

2‖K‖∞c
‖K‖∞c = ε

para todo k ∈ N. Esto prueba que H es equicontinuo. H es relativamente compacto en C[a, b] y, en
consecuencia, (B fk) contiene una subsucesión convergente en C[a, b]
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